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内 容 提要 


罗 论 是 近年 来 发 展 比 较 长 的 一 个 数学 分 支 。 由 于 它 的 学 鱼 f' 址 
观 ， 华 为 一 个 得力 的 工具 ， 它 已 经 恋 广 泛 地 应 已 人 


心中 学、 语言 学 、 汗 会 


以 及 它 让 们 的 应 后 并 日 汪 介绍 T 卫 沦 本 身 的 一 
如 著名 的 “四 色 铺 伪 ” 避 这 。 

本 书 的 目的 是 
一 些 分 析 间 题 而 咎 六， 


中 


致 读 者 


当 你 翻 开 这 本 小 册子 的 时 候 ， 也 许 作 起， 网 论 是 蕴 化 么 
呢 ? 这 里 的 “图 ”和 一 般 的 图 有 什么 不 同色 ? 

是 的 ， 这 插 的 图 各 一般 的 图 ， 也 就 是 十 希 塔 数学 家 欧 几 
里 得 〈 约 前 330- 前 275) 所 建立 的 欧 几 里 得 几何 中 的 图 是 不 
相同 的 ， 它 属于 另 一 种 图 。 这 种 图 对 于 你 洲 说 可 能 还 是 陌生 
的 ， 然 而 它 的 应用 范围 却 是 无 限 广 阔 的 。 宪 可 以 应 用 于 你 徇 
周围 ， 应 用 于 你 的 生活 、 学 习 和 工作 之 中 。 

1736 年 ， 瑞 士 大 数 学 家 欧 勒 〈1707-1783) 中 由 解 哥 尼 
斯 堡 七 桥 问题 @ 而 创立 了 图 论 这 门 学 科 ， 到 现在 已 经 有 两 百 
多 年 的 历史 了 。 然 而 ， 册 于 社会 历史 洒 件 的 限 揭 ， 郊 新 一 百 
多 年 间 ， 图 论 的 发 展 是 缓慢 的 。 宣 到 本 世纪 中 时 ， 随 大 当代 
科学 技术 的 飞速 发 展 ， 随 着 数学 诗 各 个 领域 的 渗 址 ; 图 论 
一 这 门 沉睡 了 多 年 的 学 科 ， 芷 逐 浙 苏 得 过 瑟 ， 姑妈 焕发 出 
青春 的 活力 。 由 于 它 所 具有 的 竺 练功 能 一 一 它 能 解决 许多 用 
传统 的 数学 方法 无 法 解决 的 问题 ， 针 于 密 的 形象 和 直观 ， 因 


[9 殉 惑 也 评 作 欧 拉 
图 哥 尼 斯 组 是 加 里 宁 格 贰 的 旧称 . 哥 尼 斯 做 原来 是 化 城市 
1945 年 根据 波茨坦 会 议 的 块 定 划 给 苏联 ，1946 年 改 式 加 | 联 西 


端 沿 波罗的海 的 一 个 不 冻 洪 
热 豆 于 解 一 个 难 嘎 :一 个 散步 的 人 怎样 能 -次 走访 七 肉 桥 , 华 座 桥 只 走 
最 后 回 到 出 发 点 。 这 实际 只 足 一 个 "一 笔画 问题 "1736 年 哆 勒 加 以 解 决 、 EN 
是 不 可 能 。 关 于 一 笔画 、 参 夏 后 而 第 三 章 ， 练 可 三 里 介绍 了 七 桥 问 题 。 
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此 ， 作 为 一 个 得 力 的 工具 ， 它 已 经 被 广泛 地 应 用 于 物理 学 、 
化 学 、 生 物 学 、 计 算 机 科学 、 运 筹 学 、 心 理学 、 语 言 学 、 社 
会 学 等 众多 的 自然 科学 和 社会 科学 领域 。 

当前 ， 图 论 已 经 成 为 一 门 引 人 注 日 的 十 分 活跃 的 学 科 。 
殖 着 实践 的 发 展 ， 它 的 巨大 潜力 将 会 被 人 们 进一步 认识 、 发 
握 和 刑 用 。 

这 本 小 册子 ， 通 过 大 量 日 常生 活 和 工作 中 的 生动 事实 以 
及 有 趣 的 智力 游戏 ， 比 较 通 俗 而 全 面 地 向 你 介绍 图 论 的 一 些 
基本 概念 、 主 要 分 支 、 重 要 定理 和 它们 的 应 用 。 这 里 也 将 介 
绍 图 论 本 身 的 一 些 重大 课题 的 突破 ， 例 如 著名 的 “四 色 猜 
想 ” 回 题 。 本 书 的 另 一 个 意图 是 ， 尽 可 能 地 把 图 论 和 现代 科 
学 技术 、 主 要 是 计算 机 科学 的 理论 和 实践 有 机 地 结合 起 来 ， 
由 此 体现 图 论 方法 的 实用 性 和 先进 性 。 

本 书 每 章 的 后 面 都 附 有 一 些 练习 题 ， 其 中 打 “ 米 ” 号 的 
题 是 有 一 定 难度 的 ， 解 决 它 们 可 能 要 花费 你 的 一 点 时 间 ， 但 
是 这 也 许 是 很 有 趣 的 事 馆 。 所 有 练习 题 的 详细 解答 都 附 在 书 
后 ， 不 过 请 你 不 要 轻易 地 翻 丰 它们。 因为， 图 论 毕 觉 是 一 门 
数学 ， 要 学 习 它 不 仅 要 用 限 ， 更 重要 的 是 要 动脑 ， 要 动手 ， 
只 有 这 痒 ， 才 能 不 仅 对 图 论 的 基础 知识 有 所 了 解 ， 并 且 还 能 
初步 掌握 图 论 这 个 有 用 的 工具 ， 解 决 日 常生 活 、 工 作 中 的 有 
关 问 题 ， 增 进 自己 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 。 

当 你 看 过 这 本 小 册子 以 后 ， 如 果 多 少 能 有 所 收益 一 一 即 
使 是 微乎其微 ， 也 将 使 我 感到 莫大 的 欣慰 。 
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一 欢乐 的 春节 联欢 会 
一 一 图 的 基本 梳 念 


除夕 之 夜 ， 雁 伟 壮 丽 的 人 民 大 会 堂 灯 火 迷 宇 。 东 大厅 
里 ， 烛 籽 的 华灯 下 面 ， 一 只 欢 叫 的 孔 洛 展开 绚丽 的 忆 翌 ， 
迎接 前 来 参加 春节 联欢 会 的 首都 各 界 信 士 。 巨 大 的 花 链 。 百 
花 吐 艳 ， 凤 虹 毅 前 飞舞 共 间 ， 这 一 切 更 增 深 了 晚会 汐 丰 采 。 

游艺 打 蜂 ， 热 闪 非 凡 ， 人 们 正在 玩 贴 鼻子 、 光 控 机 器 人 
等 ， 笑 声 、 欢 叫 声 在 大 厅 里 回旋 。 如 果 你 有 尝 来 到 这 由 ， 一 
定 会 被 这 节日 的 欢乐 气氛 感染 ， 也 融化 到 笑 的 海洋 风 去 。 然 
而 ， 如 果 你 未 能 遇 到 这 个 难 逢 的 机 会 ， 也 不 必 因 此 感到 局 
卖 ， 或 许 还 能 找到 一 个 补救 的 办 法 ， 它 也 能 使 你 节日 过 得 充 
实 、 愉 快 一 一 让 我 来 给 你 二 一 道行 关联 欢 会 的 有 趣 的 问题 
到 ! 


一 个 关于 联欢 会 的 问题 

参加 联欢 会 的 人 这 么 多 ， 一 定 有 不 少 人 是 彼此 认识 的 。 
假设 参加 联欢 会 的 人 共有 28769 个 ， 而 每 个 人 在 联 次 会 上 孝 
至 少 遇 到 了 1 个 熟人 ,那么 ,你 能 证 明 其 中 必 有 1 个 人 至 少 过 
到 了 2 个 熟人 吗 ? 

这 里 的 “ 亩 少 ”%， 是 不 少 于 的 意思 ， 也 就 是 数学 中 的 “大 
于 或 等 于 "”。 例 如 ， 说 某 数 4 至少 是 2， 也 就 是 指 4 之 2。 

这 个 问题 也 许 一 下 子 会 把 你 给 问 住 。 不 过 别 着 急 ， 让 我 
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们 拿 出 笔 和 纸 ， 一 起 来 分 析 一 下 到 。 

间 题 里 假设 参加 联欢 会 的 人 共有 28769 个 ， 这 个 数目 似 
乎 大 了 点 ， 我 们 先 把 它 缩小 些 ， 只 了 到 它 的 零头 4 。 这 样 ， 问 
题 就 可 以 作 如 下 的 简化 ,“ 某 小 型 游艺 会 有 9 个 人 参加 。 已 
知 他 们 每 个 人 至 少 认识 其 中 的 荆 个 人 。 证 明 ， 必 有 工 个 人 至 
少 认识 其 中 的 2 个 人 。” 

到 解 这 个 问题 

让 我 们 通过 作 一 个 图 ， 来 一 步 步 求 得 这 个 问题 的 解决 。 

先 在 纸 上 画 出 9 个 空 忌 〈 或 实心 》 点 ， 这 些 点 用 图 论 的 
术语 就 叫做 图 的 “顶点 *。 每 个 顶点 表示 参加 联欢 会 的 一 个 
人 。 四 给 9 个 顶点 分 曾 标 上 符号 a、b、c、d、e、f、 
9g、 生 、 熙 ， 相 应 地 表示 9 个 不 同 的 人 ， 如 图 1(9) 所 示 。 


a a 
bo ?of Bo 4 


机 和 

吕 e 一 oo 

2 e ef 

{ay Cp) 《ce) 
图 1 


怎样 表示 两 个 人 彼此 认识 呢 ? 如 果 两 个 人 咎 此 认 识 ， 那 

就 在 表示 这 两 个 人 的 两 个 顶点 之 闻 连 上 一 条 线 ， 这 条 线 用 图 

论 的 术语 就 叫做 * 边 ”。 已 知 9 个 人 中 ， 每 个 人 都 至 少 认识 其 

中 的 1 个 人 ， 所 以 9 个 顶点 中 的 每 一 个 都 至 少 要 连 上 一 条 

边 。 我 们 先 从 顶点 a 开始 做 起 。 由 于 题 里 并 没有 明确 指出 a 

到 雇请 谁 认识 ， 只 知道 至 少 跟 训 到 ;+ 中 的 一 个 人 认识 ， 所 
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以 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 不 妨 假 设 4 至 少 认识 b， 这 祥 ， 在 顶 
点 4 和 如 之 则 可 以 连 上 一 条 边 。 同 样 道理 ， 我 们 可 以 假设 
5 、e 、9 至 少 分 别 认识 qd 、 上 了 、 正 ， 于 是 在 顶点 c 和 口 之 
闻 、e 和 之 同 、9 和 天 之 问 都 可 以 连 上 一 条 边 ,， 如 图 
1 《8) 听 示 。 这 时 ， 还 没有 出 现 和 2 条 边 相 连 的 顶点 ， 可 是 
你 别 忘 了 ， 顶 点 ? 还 没 连 边 呢 ! 

根据 题 设 ， 也 至 少 认识 4 到 关中 间 的 一 个 人 ， 也 就 是 
说 ， 在 顶点 和 顶点 4 到 正之 间 也 至 少 存在 一 条 边 。 这 时 
不 论 这 条 边 连 到 4 到 上 之 间 的 哪个 顶点 上 ， 都 会 使 这 个 顶点 
和 2 条 边 相连 。 比 如 ， 我 们 不 妨 设 i 和 a 认识 ， 这 位 ， 顶 点 
6 就 和 顶点 65、i 都 有 边 相 连 了 。 这 就 说 明 a 至 少 和 2 个 
人 一 一 8 和 ?都 认识 ， 于 是 整个 问题 得 以 证 明 ， 如 图 1 (ce》 
所 示 。 

那么 ， 我 原来 提出 的 问题 又 怎样 解答 呢 ? 方法 和 解决 简 
化 了 的 问题 是 一 样 的 。 对 于 参加 联欢 会 的 28769 个 人 来 说 ， 
先 假设 其 中 的 28768 个 人 之 中 的 每 个 人 只 认识 其 他 38767 个 
人 中 的 一 个 ， 这 样 可 以 把 他 们 分 成 14884 组 ， 每 组 两 个 人 彼 
此 认识 。 而 对 于 剩 下 来 的 一 个 人 ， 他 至 少 和 28768 个 人 中 的 
一 全 认识 ， 比 如 和 其 中 的 甲 认识 。 而 甲 在 前 面 分 组 中 已 经 表 
明 他 和 一 信人 认识 。 现 在 甲 又 和 剩 下 来 的 这 信人 认识 ， 因 
此 ， 甲 就 是 我 们 所 要 找 的 那 信 人 一 一 他 至 少 认识 其 他 28768 
个 人 中 的 2 个 人 。 

原来 一 个 似乎 很 礁 理 出 头 结 来 的 问题 就 这 样 解决 了 。 我 
们 应 该 感谢 图 ， 是 它 帮 了 和 认 。 


图 的 基本 概念 
那么 ， 到 底 什 么 是 我 们 所 说 的 图 呢 ? 在 这 里 ， 我 们 先 给 
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出 图 的 一 些 基本 概念 。 

在 解决 联欢 会 问题 的 过 程 中 ， 我 们 已 经 看 到 ， 图 是 由 顶 
点 和 边 组 成 的 。 图 的 每 条 边 恰 好 连接 两 个 顶点 ,用 图 论 的 术语 
说 ， 就 是 这 条 边 “ 关 联 ” 这 两 个 顶点 。 如 果 一 条 边关 联 顶 点 
6， 上 65， 我 们 就 用 (4 ，&8》 表示 这 条 边 ， 并 且说 《项 点 ?” 
4 和 如是 “ 相 邻 ?” 的 。 如 果 两 条 边 有 一 个 公共 顶点 ， 那 么 我 
们 就 说 这 两 条 “ 边 ” 也 是 “ 往 邻 ” 的 ， 比 如 图 1(c) 上 的 边 
(ea，b) 和 (ce，) 就 是 相 邻 的 边 ， 因 为 它们 有 一 个 公 
共 的 顶点 a 。 

图 的 顶点 一 般 是 有 限 个 ， 它 可 以 表示 求解 问题 里 的 人 或 
物 或 某 种 状态 。 图 的 边 一 般 也 是 有 限 条 ， 它 表示 顶点 间 的 某 
种 关系 。 例 如 ， 在 联欢 会 的 问题 里 ， 图 上 的 边 就 表示 两 个 人 
之 闻 的 “认识 ”关系 。 如 果 两 个 人 彼此 认识 ， 就 在 他 们 站 应 
的 顶点 闻 连 上 一 条 边 ， 如 果 两 个 人 不 认识 ， 那 么 他 们 对 应 的 
两 顶点 闻 就 不 存在 边 。 当 然 ， 实 际 问 题 里 的 关系 是 多 种 多 样 
的 ， 要 对 具体 问题 进行 具体 分 析 ， 才 能 确定 图 上 的 边 所 表示 
的 到 底 是 什么 样 的 关系 。 

根据 边 的 不 同 特 点 ， 可 以 把 图 分 成 一 些 不 同 的 类 异 。 

如 果 一 条 边 只 关联 同一 全 项 点， 就 是 说 在 一 个 顶点 上 形 
成 一 个 图 ， 那 么 这 样 的 边 就 叫做 “ 环 "*。 有 的 图 上 ， 两 个 顶点 
之 则 关联 的 边 多 于 一 条 ， 那 么 这 些 边 就 叫做 “平行 边 "， 具 有 
平行 边 的 图 就 叫做 “多 重 图 ”。 了 既 没 有 环 、 又 没有 平行 边 的 
图 ， 就 叫做 “简单 图 ”。 

图 2(a) 有 3 条 环 ， 图 2(6) 有 2 组 平行 边 ， 因 此 它 是 个 
多 重 图 ; 图 2(c) 嗓 没有 环 ， 也 没有 平行 边 ， 因 此 是 个 简单 
图 。 这 里 ， 图 24a) 既 不 是 多 重 图 ， 也 不 是 简单 图 ， 而 是 个 
一 般 意 义 上 的 图 。 
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4) 8) Cc) 
图 2 

这 里 我 们 还 要 提 到 两 个 概念 ;:“ 顶 点 的 度数 ”和 “图 的 总 
度数 ”"。 顶 点 的 度数 是 指 顶 点 关联 的 边 的 条 数 。 由 于 一 条 边 
总 是 关联 2 个 顶点 ， 因 此 一 条 边 一 定 对 应 2 度 。 这 样 ， 如 果 
图 上 有 tm 条 边 ， 它 就 一 定 对 应 图 上 所 有 顶点 的 度数 的 总 和 是 
2m 度 ， 这 就 叫 图 的 总 度数 ， 常 用 符号 d 表示 。 可 知 任何 一 
个 图 的 总 度数 d 总 等 于 图 的 边 数 的 2 倍 ， 有 关系 式 d = 2m。 

也 有 的 图 只 由 改 立 的 顶点 组 成 ,没有 边 相 连 ,这 样 的 图 岂 
做 * 零 图 ”。 


图 论 世 界 
由 图 的 基本 概念 我 们 可 以 看 型 :图 论 里 的 图 只 包含 顶点 
和 边 ， 列 和 其 他 的 几何 要 素 ,例如 “形状 "、“ 大 小 "、 “面积 ?"、 
“和 体积 ”等 ， 是 无 闫 的。 因此 ， 图 论 里 的 图 ， 是 一 种 更 加 搞 
象 的 图 ， 然 而 ， 它 的 应 用 领域 却 是 极其 广阔 的 。 
在 电网 络 理论 中 ， 最 早 由 德国 物理 学 家 基 尔 箱 夫 (1824- 
1887) 于 1847 年 把 一 个 电网 络 抽象 成 对 应 的 “基本 图 ” 米 研 
究 ， 如 图 3 所 示 。 在 这 基础 上 逐步 形成 了 “网 络 图 论 ”。 
在 有 机 化 学 的 研究 中 ，1857 年 ,英国 数学 家 遍 菜 (1821- 
1895) 用 图 论 里 “ 树 ”的 概念 @ ， 得 到 了 一 组 人 物 和 碳 氢 


@ “ 笛 " 的 概念 在 后 面 第 十 章 里 将 要 讲 到 ， 
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化 合 物 CnH;。, 和 它 们 的 同 分 异 构 物 的 结构 式 ， 如 图 4 


EE 站 
> | 
MW < . E 2 
(2 ) 中 网 络 hp) 其 水 图 
天 3 
H 
3 HH 
H 下 ， Hoct—eH SH 
H nH er a Cn HIC 上 
HeciH Hen ee HeS oh BGC 
od H H © 和 
下 C HE H dC 
下 让 n 
H 
甲 烧 乙 烧 丙烷 丁 烧 县 了 烧 
图 和 


所 未 ， 把 图 论 引 进 了 现代 化 学 领域 。 

在 计算 机 科学 中 ， 图 的 应 用 也 十 分 广泛 。 例 如 ， 一 个 逻 
辑 线 路 ， 如 图 5(G)@ ， 可 以 抽象 成 一 个 图 ， 如 图 5(b)。 由 
这 个 图 ， 按 照 一 定 的 法 则 ， 我 们 可 以 得 到 对 应 逻辑 线路 的 一 
个 表达 式 ， 这 个 表达 式 我 们 又 可 以 把 它 作为 一 个 程序 输入 到 


Ai 
Yie 六 
xie) Xs 

之 A 
3 [人 
Xe x 

(4) 远 辑 线 路 418) 对 应 的 图 (9 村 应 其 程 序 
到 5 


@ 关于 这 个 池 加 线路， 后 而 第 十 过 第 69 一 73 页 还 要 讲 到 。 
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计算 机 里 ， 如 图 5(c) 所 示 。 
不 仅 应 用 在 自然 科学 领域 里 ， 而 且 也 广泛 地 应 用 在 社 
会 科学 领域 里 。 

在 诺言 学 中 ， 可 以 利用 图 米 分 析 语 甸 结 构 。 讽 如 图 6 表 
示 的 是 这 样 一 种 判断 ， Wn “和 名 词 + 动 词 + 
有 形 客 词 + 名词” 的 时 候 ， 是 合 平 要 求 的 句子 ， 我 们 把 这 样 的 
名 子 岂 做 合式 ， 否 划 就 是 非 合式 。 这 样 ， 语 句 “姑娘 穿着 花 
禄 子 ” 就 是 合式 ， 而 “姑娘 穿着 裙子 ”或 “姑娘 穿着 裤子 跳 
舞 ” 就 是 非 合 式 


名 词 “动词 带 容 启 芭 河 。 合式 


非 合 式 
加 

在 社会 学 或 心理 学 中 ， 也 有 和 人 利用 图 来 分 析 一 群 人 之 间 
的 相互 关系 ， 探 讨 怎样 保持 一 个 稳定 的 社会 结构 。 图 7 表示 
的 是 由 3 个 人 组 成 的 一 个 小 组 ， 边 上 的 “+% 号 家 示 过 所 关 
联 的 2 个 人 能 很 好 地 共事 ， 而 “~ ”号 表示 相反 的 情况 。 这 
祥 ， 在 《种 不 同 的 关系 组 合 中 ， 图 7(a)、 图 7(8) 表 示 的 是 
一 种 稳定 关系 ， 而 图 7(c)、 图 7(d) 表 未 的 是 不 稳定 的 关系 。 


图 的 具体 应 用 真是 举 不 驻 举 。 调 广 诗 的 科学 世界 里 ,无 论 
你 走 进 哪 个 领域 ， 几 乎 都 会 磁 到 图 ， 痢 会 看 到 它 作为 人 们 的 
好 帮手 在 贡献 着 内 已 的 力量 。 愿 你 也 能 早 有 只 和 图 交 上 朋友 ， 
你 将 会 发 现 ， 它 不 仅 是 有 趣 的 ， 而 且 也 是 有 用 的 。 

练 习 一 

1. 已 知 在 5 个 学 生 甲 . 乙 、 两 、 丁 、 戊 中 ， 甲 、 乙 、 丙 
是 一 年 级 一 班 同学 ， 丁 、 戊 是 二 年 级 三 班 同学 。 请 就 5 个 人 
之 闻 的 同学 关系 画 出 相 亦 的 图 来 。 

2、 有 有 4、B、C、D、E5 个 城市。 已 知 4 和 B、C 
之 间 ， 召 和 也 之 间 ， 万 和 五 之 问 有 直达 班机 通航 。 请 画 出 对 
应 5 个 城市 的 室 中 交通 图 来 《如 果 两 个 城市 之 间 有 空中 通 
路 ， 就 在 对 应 的 预 点 之 间 连 上 一 条 边 )。 

3。 判断 图 8 各 图 属于 哪 秘 类 型 。 


o 
DR 《五 》 (cy ay Gey 


图 8 


*4。 某 次 宴会 上 ， 熟 人 见面 互相 握手 。 证 明 。 所 过 奇数 
次 手 的 人 有 偶数 个 。 

*5。 参加 某 次 学 术 讨论 会 的 共有 263 个 人 。 已 知 每 个 人 
至 少 和 3 位 与 会 学 者 讨论 过 问题 。 证 明 ， 至 少 有 一 个 人 和 4 
位 以 .上 学 者 讨论 过 问题 。 


二 怎样 走出 迷宫 ? 
一 加 的 通路 和 过 还 性 


走 迷 官 是 个 令 人 感 兴趣 的 游戏 。 一 个 设计 巧妙 的 迷 窜 ， 
给 你 布下 难以 提 措 的 路 跌 ， 丰 你 限 看 离 目 的 地 不 远航 时 
候 ， 却 又 让 你 磁 吝 而 归 。 而 在 你 “ 山 重 水 复 疑 无 路 ”的 时 
候 ， 却 又 让 你 发 现 “ 黎 路 花 明 又 一 村 ?”。 
汉 普 顿 公园 的 迷 官 
9 画 的 是 一 个 供 人 娱乐 的 迷宫 ， 现 在 它 保存 在 英国 伦 
图 上 上 黑 线 表示 等 仿 ， 白 的 室 隙 表示 通路 。 图 中央 QQ 处 有 
沽 根 高 柱 ， 下 而 有 社 子 ， 可 供 游人 休息 。 4 是 迷宫 的 进口 。 
你 将 怎样 从 4 走 到 Q 呢 ? 


言 上 月 地 “ 碰 ” 


你 也 许 会 和 大 多 数 人 一 样 ， 采 取 一 种 “全 ”的 方法 ， 就 
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是 说 从 4 进入 迷宫 以 后 ， 没 着 图 上 的 又 路 随意 走 ， 磁 到 死 
胡同 就 返回 来 ， 另 选 一 条 路 走 下 去 ， 直 到 走 进 QQ 为止。 

采用 这 种 “ 碰 ” 的 方法 ， 当 然 最 后 也 总 能 “ 磁 ” 出 一 条 
从 4 到 久 的 路 来 ， 但 是 ， 这 种 走 法 盲目 性 很 大 。 襄 目地 走 ， 
征 往 肌 走 进 死胡同 ， 一 次 成 功 的 机 会 很 少 。 丽 且 ， 迷 富 越 是 
复杂 ， 磁 壁 的 次 数 可 能 就 越 多 ， 走 起 来 就 越 费劲 。 

有 没有 一 种 方法 ， 使 你 不 碰 由 ， 从 4 一 次 成 功 地 走 到 他 
呢 ? 

同 答 是 :“ 有 4 


作 图 找 一 条 通路 


我 们 给 图 9 中 这 富 的 各 “路 口 ”( 道 路 分 又 的 地 方 ) 和 
“死角 > 咕 序 标 上 数字 1、2、…、1l4， 如 图 10 所 示 。 
然后 ， 再 画 出 对 应 迷宫 的 一 个 图 ， 如 图 11， 它 有 16 个 顶 
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点 ， 其 中 顶点 4、 信 分 别 对 应 迷 官 的 大 门 和 中 央 ， 而 其 余 
14 个 顶点 分 别 表示 迷 官 的 7 个 路 口 和 7 个 死角 。 然 后 ， 根 
据 迷 宫 的 构造 ， 在 能 如 接 到 达 的 〈 不 经 过 其 他 的 路 只 就 可 以 
到 达 的 》 两 小口 之 间 ， 或 者 路 口 和 死角 之 间 ， 各 连 上 一 条 
边 。 

从 图 11 我 们 可 以 很 清楚 地 团 到 ， 在 4 到 QQ 之 间 ， 存 在 
一 条 版 序 经 过 路 口 2、4 、6 、8 ,11，13 的 通路 ， 这 条 路 
就 是 从 4 走 到 QQ 的 最 直接 的 通路 。 顶点 1、3、5、7、 
10、12、14 对 应 着 迷 官 的 死角 ,我 们 根据 图 11 选 择 迷 官 的 最 
近 通 路 的 时 候 ， 是 不 会 去 光 磊 这 些 死 角 的 。 但 是 ， 我 们 从 图 
上 也 可 以 看 出 ， 即 使 走 进 了 矮 前 。 只 要 按 原 路 返回 到 出 发 的 
路 口 ， 再 从 另 一 个 叉 道 走 下 去 ， 也 总 能 走 到 只 点 ， 当 然 ， 这 
样 的 路 就 不 是 从 4 到 名 的 最 近 通 路 了 。 

的 连通 性 

在 图 11 上 从 4 点 能 走 到 @ 点， 是 因为 项 点 4 和 久之 亲 
存在 通路 。 通 路 就 是 一 系列 边 的 星 主 排列 ， 它 们 首尾 衔接 ， 
就 是 说 前 一 条 边 的 终点 同时 是 后 一 条 边 的 起 点 。 例 如 ， 边 的 
序列 (4，3)、(2，4)、(4，6)、(6，8)、(8,11)、 
(11，13)、(13，Q ) 就 组 成 了 4、Q 之 间 的 一 条 通路 。 通 
路 中 第 一 条 边 的 起 点 就 是 整个 通路 的 “起 点 "， 例 如 4 点 。 通 
路 中 最 后 一 条 边 的 终点 就 是 整个 通路 的 “终点 %”， 例如 中 点 。 
两 顶点 之 间 的 通路 ， 有 时 我 们 也 可 以 用 通路 上 的 边 有 顺序 经 过 
的 顶点 序列 来 表示 。 例 如 ， 上 面 的 通路 我 们 就 可 以 用 顶点 摩 
列 (4，2，4，6，8，11，13，Q》 来 表示 。 

所 谓 两 顶点 词 通路 的 “长 度 ?， 我 们 是 指 这 条 通路 上 所 经 
过 的 边 的 条 数 。 例 如 ， 通 路 《4，2，4，86，8，1 
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13， 只 ) 的 长 度 是 7。 而 通路 (4，1，4，2，4，6， 
8，11，13，Q@) 的 长 度 是 9 ， 因 为 它 闻 进 了 死角 1， 把 边 
(4，1)，(1，4) 各 走 了 一 次 ， 因 而 比 前 一 条 通路 长 
2。 

如 果 一 个 图 里 任 关 两 个 不 同 的 顶点 之 问 都 存放 通路 ， 那 
么 ， 我 们 说 这 个 图 是 个 “连通 的 图 ?， 例 如 图 1t+。 然 而， 如 
果 一 个 图 时 有 两 个 顶点 之 间 没 有 通路 ， 那 么 ， 我 们 说 这 个 图 
是 “不 连通 前 图 ”， 例如 图 12。 诈 这 个 图 黑 ， 出 于 质点 工 和 


站 了 与 其 他 各 顶点 之 阅 没 有 通 

CC 人。 路 ,所 以 这 个 国 是 不 连通 的 图 。 

但 是 这 个 图 有 两 个 连通 的 部 
“7 分 ， 我 们 把 这 种 连通 的 部 分 电 

EE 做 诛 图 的 一 个 “连通 支 *。 在 图 


12 黑 ， 由 顶点 4、B、C、D、E、F、G、 昌 以 及 它们 之 
他 关 联 的 边 组 成 了 一 个 连通 支 ， 渔 另 一 个 连通 支出 顶点 了 、 
和 边 《J 了，J) 组 成 。 当 然 ， 对 于 一 个 连通 的 图 
只 有 一 个 连通 支 。 

省 一 个 图 里 ， 有 时 同一 对 顶点 之 间 的 通路 不 止 一 条 。 例 
如 图 13， 顶 点 C、 了 之 间 有 两 条 通路 ,它们 是 《C、 呈 、 
E、 F, 71) 和 (C, G, H, 


了 ) 。 这 样 ， 如 果 把 这 两 条 通 £ 
路 在 了 点 合 在 一 起 ， 和 而 以 C 点 1 
作为 起 点 ， 就 可 以 形成 一 条 从 oh 

C 点 出 发 又 回 到 C 点 的 通路 图 3 
(C、D、EE、 玉 、1、 电 、G、C)。 汶 样 一 种 起 点 和 终 
点 重合 的 通路 ,就 叫做 “回路 ”。 在 同一 条 回路 上 的 各 顶点 都 
可 以 作为 这 条 回路 的 起 点 和 终点 ， 并 且 ， 去 掉 回 路 上 任何 一 
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条 边 ， 都 不 会 影响 回路 上 各 顶点 的 连通 性 ， 也 不 会 影响 整个 
图 的 连通 以。 例如 从 图 13 上 去 掉 边 (万 、 吾 )， 如 图 14(@) 所 
示 , 或 者 去 掉 边 ( 厅 、 了 ), 如 图 14 (5 ) 所 示 , 图 仍然 是 连通 的 。 
这 就 好 象 一 条 大 河上 有 两 座 桥 、 如 果 共 中 一 座 桥 倒 吉 了 ， 还 
可 以 沿 着 小 一 座 桥 到 达 彼 岸 。 


p E 下 p E p 
ae Ys ee 
eG HH Go HH 
Co) 人 
鳞 4 


没有 边 重复 出 现 的 通路 叫做 “简单 通路 "， 而 没有 边 重复 
出 现 的 回路 叫做 “简单 加 路"。 例 如 图 13 里 ，(C、D、E、 
玉 、7、 电 ) 是 一 条 简单 通路 , 而 (C、D、E、F、 I、 
了 、 了 了 、H) 就 不 是 一 条 简单 通路 ;《(C、D、E、 F、 I、 
态 、G、C) 足 一 条 简单 回路 , 而 (C、D、 E、F、 了 I、 
了 、 了 、 了 妃 、G、C) 就 不 是 一 条 简单 回路 。 


练 习 二 


1- 如 图 15 所 未 。 用 顶点 的 序列 写 出 从 4 点 到 达 了 点 的 
两 条 不 同 通路 。 这 两 条 通路 的 长 度 各 是 多 少 ? 


E E 
D 7 
; D 
A B of po—9 < 6 
~ 1 
一 > 一 ~、 A 了 一 


F 


- 


E 
站 


图 二 图 16 
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2。 图 16 上 有 儿 条 不 同 的 简单 回路 ? 分 别 用 顶点 的 部 
列 写 出 来 。 它 们 各 自 的 长 度 是 多 少 ? 

3， 图 17 表示 的 是 一 个 迷 官 ，4 是 进口 ，B、C 是 出 
口 。 试 用 作 图 的 方法 判断 从 4 是 否 能 走 到 8B 或 C? 如 果 能 十 
到 ， 用 项 点 的 序列 写 出 以 4 作为 起 点 ， 以 8 《或 C》 作 为 终 
点 的 一 条 最 近 的 通路 。 对 应 迷宫 的 图 是 不 是 连通 网 ? 有 几 个 
连通 支 ? 
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三 一 笔画 的 奥妙 


一 一 欧 勒 通路 和 回路 


“一 笔 男 ”, 户 文生 义 ,就 是 指 能 一 笔画 出 的 一 个 图 ， 也 就 
是 说 笔 不 离 纸 能 一 次 把 它 画 出 来 ， 图 -上 的 每 杀 边 都 要 画 到 而 
又 不 准 重 复 。 


哪些 图 是 一 笔画 ? 


什么 村 的 图 能 一 笔画 出 呢 ? 为 了 说 明 这 个 问题 ， 我 们 先 
看 看 图 18 上 的 几 个 图 。 


加 18 


图 18( a ) 由 于 分 成 了 两 部 分 ， 是 个 不 连通 的 图 ， 显然 
不 能 一 笔画 出 。 图 18( 6 ) 虽 然 是 个 连通 的 图 ， 但 是 你 经 过 
反复 试 画 后 ， 会 发 现 无 论 怎 样 画 也 无 法 把 它 一 笔画 出 来 。 再 
看 图 18( c ) ,这 也 是 个 连通 图 。 你 试 着 画 画 后 会 发 现 ， 只 有 从 
顶点 用 或 开始 画 起 ， 才 能 把 这 个 图 一 笔画 出 ， 并 且 终点 一 
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定 是 5b 或， 也 就 是 说 ， 这 个 一 笔画 的 起 点 和 终点 是 固定 
的 ， 并 且 不 重合 。 最 后 再 看 图 18( d )。 你 无 论 从 它 的 哪个 
顶点 开始 画 起 ， 都 能 把 它 一 笔画 出 ， 并 且 最 终 一 定 会 回 到 开 
始 画 的 那个 点 。 

18 上 的 4 个 图 的 顶点 个 数 是 相同 的 ， 但 是 ， 为 什 么 
有 的 是 一 笔画 ， 有 的 就 不 是 一 笔画 ? 为 什么 有 的 一 笔画 起 点 
受到 限制 ， 抽 有 的 一 笔画 起 点 就 不 受 限制 呢 ? 

仔细 观察 一 下 这 4 个 图 ， 就 会 发 现 ， 是 不 是 一 笔画 和 项 
点 的 个 数 无 关 ， 而 是 和 顶点 的 度数 以 及 图 的 连通 性 有 关 。 

前 面 我 们 已 经 提 到 过 ， 所 谓 一 个 顶点 的 度数 就 是 这 个 顶 
点 所 关联 的 边 的 条 数 。 例 如 图 18(5) 里 顶点 a、c、e、 
9 的 度数 都 是 2， 顶 点 8、d 、f 、9 的 度数 都 是 3 ; 图 18 
《2 ) 里 ， 顶 点 a 、c 、e 、9 的 度数 都 是 2， 顶 点 5、 所 的 
度数 都 是 83， 顶点 d 、f 的 度数 都 是 4， 图 18(d) 里 , 顶点 
0 、c 、e 、9 的 度数 都 是 2， 顶 点 6 、d 、f 、# 的 度数 
都 是 4。 

18( 6)、(c)、(d ) 都 是 连通 的 。 它 们 顶点 的 庆 数 
有 什么 不 同 呢 ? 图 18( 6 ?里 度数 是 偶数 的 顶点 是 4 个， 是 奇 
数 的 顶点 也 是 4 个 图 18(e ) 里 度数 是 偶数 的 顶点 是 6 个 ， 
尝 奇 数 的 顶点 是 2 个 一 一 和 5b， 它们 的 度数 各 是 3， 而 图 
18(d ) 里 各 点 的 度数 都 是 偶数 ,或 者 说 , 它 的 度数 是 奇数 的 顶 
点 是 0 个 。 

比较 上 面 三 图 的 不 同 ， 联 系 到 它们 是 不 是 一 笔画 ， 我 们 
可 以 得 出 构成 一 笔画 的 条 件 ， 首 先 这 是 一 个 连通 移 图 。 其 
次 ， 凡 是 度数 是 奇数 的 顶点 是 0 个 的 图 ， 可 以 一 笔画 出 ， 机 
和 且 从 任 一 个 项 点 开始 都 行 ， 凡 是 度数 是 奇数 的 顶点 是 2 个 的 
图 ， 也 可 以 一 笔 耐 出 ， 它 的 起 点 和 终点 就 是 度数 是 奇数 的 那 
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两 个 项 点。 图 1806) 和 图 18(a) 都 不 同时 具备 这 些 条 件 。 图 
18( 6 ) 虽 然 是 连通 的 图 ， 但 是 度数 是 青 数 的 顶点 有 4 个 而 不 
是 0 个 或 2 个 ， 图 18(a ) 虽 然 各 顶点 的 度数 都 是 偶数， 但 
是 他 是 不 连通 的 图 。 因 此 ， 这 两 个 图 都 不 是 一 笔画 。 

为 什么 一 笔画 要 具备 这 些 条 件 呢 ? 必须 足 连通 的 图 ， 这 
个 道理 是 不 说 也 明白 的 。 顶点 的 度数 必须 全 是 偶数 或 只 
有 两 个 顶点 的 度数 是 奇数 ,在 因 为 我 们 如 举 从 
笔画 出 了 某 个 图 形 ， 到 某 一 点 终 正 ,那么 中 间 每 经 汉 
有 症 进 那 点 去 的 一 条 线 和 从 那 点 画 出 来 的 一 条 线 ， 
一 定妆 和 个 数 条 线 相 联 除非 是 起 点 和 终点 这 两 点 允许 有 奇 


奇数 ， 也 能 一 笔 表 出， 但 是 画 的 时 候 上 只 能 以 这 黄 点 


和 终点 。 
欧 勤 定理 
一 笔画 不 仅 是 个 有 趣 的 图 画 游 戏 ， 还 是 图 论 研 究 的 重要 
内 容 之 一 呢 ! 判断 一 个 图 足 不 是 一 笔 融 ， 骨 图 论 的 语言 
说 ， 就 是 判断 这 个 图 是 否 存在 车 一 条 “ 欧 鞭 通路 ”或 “ 欧 勤 
回路 ?。 
一 个 图 具有 欧 勒 通路 ， 是 指 这 个 图 里 存在 这样 一 条 通 
路 ， 它 经 过 图 的 每 条 边 一 次 ， 并 且 只 经 过 一 次 。 如 果 这 条 通 
路 的 起 点 和 终点 重合 ， 那 么 ， 就 把 它 叫 欧 勒 加 路。 这样， 如 
果 一 个 图 具有 一条 欧 勤 通路 或 回路 ， 它 必然 是 一 笔画 ， 和 否则 
就 一 定 不 是 。 图 18 里 ， 由 于 图 18《c ) 存在 一 条 以 或 6 
作为 起 点 、 以 9 或 上 作为 终点 的 欧 勒 通路 ， 图 18《〈d) 存 
在 以 任意 顶点 作为 起 点 和 终点 的 欧 惑 回路 ， 所 以 ， 它 们 都 是 
一 笔画 。 而 图 18 《4 ) 种 图 18( 5 )， 既 不 存在 欧 勒 回 路 ， 
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也 不 存在 欧 勤 通路 ， 所 以 ， 它 们 都 不 是 一 笔画 。 

到 亡 根 据 什么 来 判断 一 个 图 是 否 存在 着 欧 惑 通路 或 欧 鞠 
回路 呢 ? 这 正 是 大 数学 家 欧 勒 在 二 百 多 年 前 考虑 过 的 问题 ， 
采用 图 论 的 方法 ， 他 对 这 个 问题 作出 了 圆满 的 解答 。 为 了 记 
念 欧 勒 , 人 们 把 他 在 这 个 问 适 上 到 得 的 成 果 叫 敏 “ 欧 靳 定理 "。 
这 个 定理 共 实 就 是 我 们 上 一 节 分 析 一 笔画 的 时 候 已 经 得 出 的 
条 件 。 

了 欧 勤 定理 说 ， 一 个 同 其 太 欧 勒 通路 或 回路 隐 充 分 必 旧 
条 件 是 ， 它 是 连通 和 的， 并 且 它 的 奇数 度数 的 顶点 有 0 个 或 2 
个 。 当 它 的 奇数 度数 的 顶点 有 8 个， 就 是 说 它 的 顶点 度数 都 
是 偶数 的 时 候 ， 它 具 右 政 勒 回 路 ， 而 当 它 的 奇数 度数 的 顶点 
是 3 个 的 时 候 ， 它 具有 殉 勒 通路 。 

图 18 里 的 《个 图 ， 根 据 我 们 前 面 的 分 析 ， 正 好 都 符合 
吹 勒 定理 的 结论 ,因此 ,我 们 对 这 个 定理 是 容易 接受 的 。 
定理 把 一 笔画 问题 处 理 得 十 分 干脆 利沙， 完美 透彻 。 无 论 多 
么 复 黎 的 图 ， 用 欧 勒 定理 来 判断 它 是 不 是 一 笔 副 ， 都 会 迎 丸 
而 解 。 

一 个 图 如 果 有 一 条 歼 惑 回路 ,就 叫做 “ 欧 惑 图 ”。 图 18(d) 
就 是 一 个 欧 勒 图 。 

一 笔画 处 处 有 

如 果 以 为 一 笔画 只 存在 于 图 画 游 戏 中 ， 那 真是 天 大 的 误 
会 。 实 际 上 ， 现 实生 活 中 可 以 转化 成 为 一 笔画 的 问题 几乎 处 
处 都 有 。 例 如 ， 假 期 你 来 到 了 某 个 从 未 到 过 的 城市 ， 总 希望 
有 机 会 能 把 城市 里 的 几 条 最 繁华 的 街道 都 得 上 一 遍 和 不 走 重 
复 的 路 。 或 者 某 个 星期 天 ， 你 来 到 一 个 曙 静 的 公园 ， 郊 到 那 
肖 错 般 的 湖面 上 分 布 着 几 个 小 岛 ， 湖 岸 和 它们 之 问 有 几 座 玲 
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珑 的 小 桥 ， 你 也 许 会 游 兴 大 发 ， 想 试 试 能 否 从 一 处 出 发 ， 把 
湖上 所 有 的 小 桥 都 不 重复 地 走 过 一 遍 后 回 到 原 出 发 地 ?日常 
工作 中 ， 邮 逆 员 投递 信件 ， 活 水 车 给 街道 洒水， 怎样 才能 走 
不 重复 的 路 ， 都 存在 个 一 笔 西 的 问 盟 ， 这 些 ， 都 涉及 到 欧 勒 

TAT, 说 明 怎 样 灵活 地 应 用 区 


勤 定 
池上 有 19 所 示 的 一 个 国 ， 甲 , 乙 两 只 站 衣 分 别处 
在 图 上 4 、 顶点 处 。 蚂 训 甲 
对 网 戏 乙 说 : “咱们 癸 比 赛 ， (多 堪 时 》 
看 座 先 把 这 个 图 的 9 条 边 都 中 人 
过 一 饥 后 到 达 顶 点 。?” 蚂 静 CY \ 
乙 欣然 同意 。 (网 “0 ~ 
假设 两 只 妈 蚁 的 速度 是 一 eV 
样 的 。 请 问 ， 最 后 的 结果 将 是 
怎样 的 妮 ? 
我 们 先 来 看 看 图 19 是 不 图 19 
是 一 笔画 。 由 于 图 19 是 连通 的 ， 并 且 恰 好 有 2 个 顶点 的 度 
数 是 桨 数 ， 所 以 ， 根 据 欧 鞭 定理 ， 图 19 存在 一 条 殉 蔓 通路 。 
再 看 看 从 顶点 a 和 6 出 发 ， 是 不 是 都 能 把 图 19 一 笔画 
成 ?由 于 顶点 5 的 诬 数 是 奇效 ， 因 此 可 以 从 这 一 点 出 发 ， 正 
好 把 图 上 各 条 边 都 走 过 一 遍 后 到 达 另 一 个 奇数 度数 的 项 点 
e 。 然 而 对 于 顶点 o 米 说 ,由 它 的 度数 是 偶数 ,以 它 作为 起 点 是 
无 论 如 何 也 不 能 把 图 一 笔画 成 而 后 到 达 顶 点 e 的 。 从 “ 点 出 
发 ， 又 要 招 疼 的 每 条 边 都 坟 到 ， 必 须要 重复 经 过 一 条 或 几 条 
边 才 行 ,如 果 旺 蚁 甲 做 得 欧盟 定理 , 它 就 先 从 6 点 息 到 5 点 ， 
然后 再 疏 遍 9 条 边 到 达 e 点 。 这 样 ， 妈 蚁 甲 走 到 e 点 的 总 路 
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程 必 然 要 比 蚂 由 乙 的 长 5 5 这 一 段 。 而 它们 俩 的 速度 既然 是 
一 样 的 ， 所 以 ， 先 到 达 e 点 的 一 定 是 曲 虹 乙 ， 而 不 是 提出 挑 

战 的 襄 蚁 甲 。 
从 这 个 间 题 我 们 可 以 看 出 ， 对 于 有 2 个 奇数 度数 顶点 的 
连通 图 来 说 ， 能 否 把 它 一 笔画 出 ， 关 键 是 要 找 对 起 点 ， 侧 这 
个 起 点 只 能 是 一 个 奇数 度 


[CT 人 人 数 的 顶点 。 


~ ~ 20 表 示 的 是 一 个 展 

EC SC 览 信 的 平面 图 。 馆 里 各 相 

: 、 J 邻 房间 之 间 ， 以 及 各 房间 

| ~、 | 、_ 1 ~、、| 和 信 外 空地 之 问 ,都 开 有 

| 门 ， 这 种 门 一 共 开 了 16 

加 2 扇 ， 训 可谓 四 通 八 达 了 。 

一 个 参观 者 米 到 展览 馆 门 外 ， 他 想 在 参观 过 程 中 把 馆 里 所 有 
的 门 都 不 重复 地 穿行 一 人 遍 。 这 个 想法 能 否 实现 ? 

这 个 问题 乍 夏 起 米 ， 好 象 和 一 笔画 的 关系 不 那么 明显 ， 
这 是 因为 图 20 所 给 出 的 是 一 个 展览 馆 ， 而 不 是 一 个 只 有 项 
点 和 边区 图。 但是， 我们 可 以 根据 所 学 过 的 知识 把 这 个 展览 
馆 转 化 成 为 相应 的 图 。 方 法 是 这 样 的 ， 先 把 馆 里 的 5 个 房间 
和 和信 外 的 空地 分 别 标 上 字母 4、 妃 、C、 刀 、 已 、 互 ， 如 图 
21 所 示 。 热 后 ， 我 们 再 画 这 样 一 个 图 ! 它 有 6 个 顶点， 对 
鼎 4、B、C、D、、 五 6 块 地 方 ， 它 的 边 这 样 确 定 ， 当 
展览 信 2 个 房间 之 间或 房间 和 馆 外 空地 之 闻 有 一 扇 门 的 时 
候 ， 就 在 它们 对 应 的 顶点 之 间 连 一 条 边 ， 这 样 ， 我 们 就 得 到 
了 图 22， 它 共有 16 条 边 ， 正 好 对 应 展览 馆 的 16 扁 门 。 于 
是 ， 判 断 能 否 不 重复 地 穿 过 展览 馆 每 扁 门 一 次 的 问题 ， 就 变 
成 判断 能 否 连续 地 经 过 图 22 里 每 条 边 一 次 并 且 仅 仅 一 次 的 问 
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题 了 ， 这 样 ， 原 来 的 问题 就 变 成 判断 图 22 是 不 是 一 笔 画 的 
问题 了 。 图 22 里 ,奇数 度数 的 顶点 有 4、B、D、FF 4 个 ， 
因此 根据 欧 勒 定理 ， 图 22 是 不 能 一 笔画 成 的 ， 由 此 推出 参观 
者 原来 的 设想 是 不 能 实现 的 。 

如 果 要 实现 原来 的 设想 ， 只 有 重新 设计 门 才 行 。 方 法 可 
以 是 多 种 多 样 的 ， 而 目的 只 有 一个， 就 是 要 把 图 22 里 具有 
厌 数 度数 顶点 的 个 数 碱 少 到 2 个 或 0 个。 例如， 去 掉 呈 和 玉 
之 阁 的 一 扇 门 或 者 在 了、 召 之 间 再 加 上 一 扇 门 ， 都 是 可 以 
的 。 


每 习 三 
1， 判断 图 23 中 各 图 能 否 一 笔画 出 。 


ke 


(4a) (ey) [ee 
涪 23 


2 公园 里 有 闵 24 所 示 的 一 个 花 围 。 园 丁 给 花 洲 水 ， 他 
想 一 次 浇 完 整个 花园 ， 并 且 每 排 花 只 经 过 一 次 。 问 他 的 打算 
21 


能 否 实现 ? (图 24 里 每 条 边 表 示 一 排 花 》 


-Ce 


~ 


加 24 图 25 
3. 轩 尼 斯 堡 七 桥 问 题 是 这 样 的 。 
如 图 25 所 示 ， 十 代 哥 尼斯 堡 的 普 菜 格 尔 河 里 有 一 个 岛 
-4。 在 这 个 岛 和 3 块 陆地 BB、C、D 之 间 共 有 7 座 桥 。 当 地 的 
居民 热衷 于 解 这 样 一 个 难题 ， 能 否 从 某 处 出 发 ， 把 这 七 座 桥 
都 走 到 并 且 每 座 桥 只 走 过 一 次 ? 你 能 找到 这 种 走 法 吗 ? 

“4 能 否 找到 一 条 折线 ， 它 正好 穿 过 图 26( 4 ) 的 各 条 
边 一 次 并 且 仅 仅 一 次 ? 对 于 图 26( 8 ) 能 否 找到 这 样 的 一 条 
折线 ? 
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四 十 大 城市 间 的 微波 中 继 十 线 
一 一 完全 图 和 它 的 应 用 


坚 着 广播 电视 究 业 的 飞速 发 展 ， 各 大 、 中 城市 都 纷纷 设 
立 了 电视 发 送 台 ， 并 且 在 某 些 大 城市 之 间 还 建立 了 微波 中 继 
干线 ， 用 来 传送 第 此 的 电视 节目 。 


有 多 少 条 微波 中 继续 ? 


现在 有 这 样 一 个 问题 ， 如 果 在 10 个 大 城市 中 的 每 2 个 
城市 之 间 都 要 建立 一 条 微波 中 继 于 线 ， 那 么 ， 一 共 要 建立 多 
少 条 微波 中 继 于 线 呢 ?了 

如 果 你 学 过 排列 组 全 的 知识 ， 那 么 就 可 以 直接 应 用 组 合 


计算 公式 Ct = 了 (9? 来 计算 ,把 4 用 10 代 入 , 干 是 
得 到 
Ci 了 0 上 ?= 好， 


因此 答案 是 ，45 条 。 

如 果 你 没 学 过 排列 组 合 的 知识 ， 也 不 要 紧 ， 我 们 可 以 和 
用 图 来 解 这 个 问题 ， 如 图 27。 令 19 个 顶点 对 应 10 个 大 城 
市 ， 每 2 个 顶点 之 间 的 一 条 边 对 应 2 个 城市 间 的 一 条 微波 中 
继 于 线 。 根 据 题 设 ， 由 于 每 个 城市 和 其 他 9 个 城市 闻 都 有 微 
波 中 继 干 线 ， 所 以 图 上 每 个 顶点 都 关联 9 条 边 。 数 数 图 .上 边 
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的 条 数 ， 恰 好 也 是 45。 
在 这 时 ， 几 作 图 的 方法 次 
解 并 不 一 定 是 最 简单 的 。 到 


2 


< 作 这 个 图 的 日 的 ， 主 要 是 想 件 
SN 

村 济 。。 此 向 你 介绍 一 种 特殊 的 图 ， 
洲 “完全 图 ?。 完 全 网 是 指 加 上任 


意 2 项 点 之 间 都 有 一 条 边 、 江 
图 名 且 只 有 一 条 边 相 关联 的 图 。 图 
27 就 是 一 个 有 10 个 顶点 的 完全 图 。 
一 个 有 “个 顶点 的 完全 图 可 以 用 符号 必 。 表 示 。 它 的 总 
边 数 ， 可 以 用 组 合 公式 
cs = 1) 


来 计算 ， 只 要 把 具体 顶点 数 # 代入 就 行 了 。 当 然 ， 我 们 也 可 
以 根据 已 知 的 完全 图 的 总 边 数 反 过 来 求 它 的 顶点 个 数 ， 这 里 
就 不 球 述 了 。 

然而 ， 我 们 提出 完全 图 ,并 不 仅仅 是 为 了 计算 它 的 边 数 ， 
否则 ， 用 公式 计算 就 行 了 了 ， 何 必 还 要 作 图 呢 ? 我 们 提出 完全 
图 ， 是 因为 它 有 许多 独特 而 有 趣 的 应 用 ， 不 愧 是 “图 论 ? 这 个 
大 聚宝 箱 里 一 把 金光 闪闪 的 小 改 锥 。 

完全 图 和 一 笔画 

我 们 先 看 略 完 全 图 和 一 笔画 的 关系 ， 着 首 一 个 图 如 果 是 
个 完全 图 的 话 ， 能 否 更 快 地 判断 出 它 是 不 是 一 笔画 。 

举 这 样 一 个 例子 ， 一 位 邮递 员 负责 的 送信 区 域 正好 有 5 
个 街 上 ae 、b、c 、d 、e， 每 2 个 街 口 之 间 都 有 一 条 街 ， 
部 局 就 设 在 街 口 5 处 ， 如 图 28 所 示 。 现 在 杰 问 ， 邮 递 员 从 
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邮局 出 发 ， 能 将 把 所 有 的 街道 都 走 过 ， 交 ,并 且 只 走 过 - 记 ， 
然后 加 到 邮局 ? 4 

很 明显 ， 图 28 是 个 有 5 个 顶点 的 人 
完全 罗 K。， 出 于 它 千 个 顶点 的 度数 都 4 史 TY 
中 4， 根 据 欧 勒 定理 ， 图 28 是 个 起 点 和 ~ 
全 的 一 笔 曾 。 河 此， 这 个 朗 尼 员 Way 
是 可 以 在 每 条 街 都 超过 一 遍 后 回 到 邮局 
的 。 

失 上 上面 所 淮 的 例子 可 以 发 现 这 样 一 条 规律 完全 图 每 个 
顶点 的 庆 数 正好 等 于 它 的 顶点 总 数 减 去 1 。 办 此 ， 当 一 个 完 
全 图 的 顶点 个 数 是 偶数 的 时 候 ， 它 每 个 顶点 的 度数 一 定 是 奇 
数 。 反 过 来 ， 当 它 的 顶点 个 数 是 奇数 的 时 候 ， 它 每 个 顶点 的 
度数 -…. 定 是 偶数 。 根 据 完全 图 这 个 特点 ， 再 结合 欧 惑 定理， 
我 们 可 以 推导 出 下 面 的 结论 

第 一 ， 如 果 一 个 完全 图 天 . 有 末 数 个 项 点 (# 守 3)， 那 
么 它 一 定 有 一条 欧 其 回路 。 

第 二 ， 如 果 一 个 完全 图 天, 有 偶数 个 顶点 Cn > 4)， 屠 
么 它 一 定 没有 路 勒 通路 或 回路 。 

根 氮 这 丙 点 结论 ， 我 们 可 以 很 迅速 地 判断 山 ， 有 347 个 
项 起 的 完全 图 一 定 是 一 笔画 ， 而 有 1286 个 顶点 的 完全 图 一 
定 不 能 一 笔画 出 。 
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红色 天 :或 蓝 色 天 ， 


完全 图 最 有 趣 的 应 用 ， 是 在 下 面 这 样 一 类 问题 上 。 

给 一 个 天 。 的 各 边 涂 上 红色 或 蓝 色 ， 证 明 ， 对 于 企 何 一 
种 随意 的 涂 法 ， 在 严 。 里 总 是 或 者 有 一 个 红色 的 天。 或 者 有 
一 个 蓝 色 的 天 :。 
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我 们 现在 来 证 明 这 个 问题 。 

设 天 的 顶点 分 别 是 ae、B、c、d、e、7。 在 兵 。 
里 每 个 顶点 都 关联 5 条 边 ， 而 根据 题 设 ， 这 5 条 边 只 能 涂 红 
色 或 蓝 色 ， 因 此 ， 其 中 总 是 至 少 有 3 条 边 涂 同 一 种 颜色 。 不 
失 一 般 福 ， 我 们 不 妨 设 在 项 点 a 关联 的 5 条 边 中 有 3 条 边 涂 
红色 ， 并 且 设 这 3 条 边关 联 到 顶点 b、c 、d ， 如 图 29( 6 ) 
所 示 。 在 图 29 中 ， 我 们 用 实 线 表示 红色 ， 用 绽 线 表示 蓝 色 。 


a D 万 
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现在 ， 再 来 看 夏 顶点 b 、c 、d 之 间 的 边 的 颜色 。 由 于 
五 。 是 完全 图 ， 所 以 上 、c 、d 3 个 顶点 之 间 必然 存在 3 条 
边 《6b5，5),，(c，d),《(b，d)。 在 这 3 条 边 中 ， 只 要 
有 一 条 边 涂 上 红色 ,比如 边 (5，c) 涂 上 了 红色 ,那么 
《5，6)》 边 和 源 来 已 经 深 上 红色 的 (4，45), (4, 6c)2 
条 边 合 在 一 起 ， 就 组 成 了 一 个 红色 的 KK，， 如 图 29 (5) 所 
示 。 如 果 在 (8，c )，(c，d)， 《656，d ) 这 3 条 边 中 没有 
一 条 边 是 红色 ， 也 就 是 说 如 果 它 们 全 都 徐 上 了 蓝 色 ， 那 么 ， 
这 8 条 蓝 色 的 边 就 正好 组 成 了 一 个 蓝 色 的 天 *， 如 图 29(c) 
所 示 。 因 此 ,我 们 得 到 的 结论 是 ， 无 论 给 天 的 边 怎 样 着 色 ， 
总 会 有 一 个 或 者 红色 或 者 蓝 色 的 天 :。 

至 于 天。 里 和 顶点 e 、 了 相关 联 的 几 条 边 ， 由 于 在 证 明 
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过 程 中 没有 涉及 它们 ， 就 是 说 不 论 它们 涂 什么 颜色 ， 也 不 会 
影响 到 已 经 证 明 的 结果 ， 因 此 在 图 29 中 没有 画 出 。 这 种 省 
路 无 关 紧要 部 分 的 作 图 方法 ， 在 图 论 中 经 常用 到 。 

在 这 个 问题 的 基础 上 ， 可 以 提出 一 个 和 日 常生 活 有 关 的 
有 趣 问 题 ， 你 能 否 证 明 ， 存 任意 的 6 个 人 的 小 组 中 ， 总 是 存 
在 这 种 情况 ， 或 者 有 3 个 人 彼此 认识 ,或 首 有 3 个 人 第 此 不 
认识 。 

只 要 你 把 这 个 问题 作 个 转化 : 证 6 个 人 对 应 天 。 的 6 个 
顶点 ，2 个 人 认识 ， 就 给 他 们 对 应 顶点 所 关联 的 边 涂 上 红色 
《 实 线 )， 丙 个 人 不 认识 ， 就 给 他 们 对 应 顶点 所 关联 的 边 涂 上 
蓝 色 ( 汇 线 )， 而 这 种 边 的 涂 色 方法 是 任意 的 。 这 样 ， 整 个 问 
题 就 变 成 了 证 明 一 个 天 里 或 者 有 一 个 红色 的 五 s( 表 示 顶 点 
对 应 的 3 个 人 彼此 认识 )， 或 者 有 一 个 蓝 色 的 天 *。( 表 示 顶 
点 对 应 的 8 个 人 彼此 不 认识 )。 而 这 正好 是 我 们 前 面 已 经 
证 明了 的 问题 。 

在 现实 上 生活 中 ， 在 若干 个 人 或 若干 种 物 之 间 ， 往 往 存在 
这 种 “二 者 必 居 其 一 ”的 关系 。 例 如 ， 认 识 或 者 不 认识 ! 是 
朋友 或 者 不 是 朋友 ， 能 配套 或 者 下 能 配套 ， 能 相 容 或 者 不 能 
相 容 ， 等 等 。 而 用 完全 图 解决 这 类 同 题 是 有 一 定 的 方便 的 地 
方 的 。 完 全 图 的 这 种 应 用 ， 往 往 深入 到 社会 学 、 心 理学 、 经 
济 学 、 企 业 管理 等 社会 科学 领域 里 。 


练 习 四 


1。 分 别 画 出 具有 4 个 顶点 和 6 个 项 点 的 完全 图 。 

2.。 判断 下 列 各 完全 图 是 不 是 一 笔画 Ko，K,。， 
EK, Kano 

3. 在 一 次 会 议 上 ， 每 位 与 会 者 都 和 其 他 参加 会 议 的 每 
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个 人 担 过 ! 次 手 。 已 知 总 共 提 手 66 次 ， 你 能 水 由 有 多 少 人 
参加 会 议 吗 ? 

*4.， 给 完全 图 入,(# 关 7 ) 的 边 涂 上 红色 或 蓝 色 。 已 知 
其 中 一 个 顶点 至 少 关联 6 条 红色 的 边 。 证 明 ， 到 , 里 或 者 存 
在 一 个 红色 的 天 4， 或 者 存在 一 个 蓝 色 的 天 。。 

*5。 对 于 开 。 的 边 涂 上 红色 或 幕 色 。 已 知 其 中 任意 一 个 
尺 , 里 部 至 少 含 有 一 条 处 色 边 。 证 明 ， 存 在 一 个 红色 的 KK 。。 

*6. 根据 上 是 的 结果 ， 证 明 ， 在 9 个 人 中 ， 和 如 果 任 意 3 
个 人 之 问 都 至 少 有 2 个 人 彼 歧 认识， 那么 一 定 有 4 个 人 彼此 
认识 。 
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五 ” 环 游 世界 的 路 线 
一 一 由 密 颇 通路 和 国 路 


大 如 鲸鱼 ,小 如 蝙 晤 ;机 冰 如 猴 , 繁 铀 如 能 ， 凶 括 如 虎 ， 
胆 愤 如 免 ， 这 些 形 形 色色 的 动物 ， 外 萄 、 习 性 的 差别 不 可 说 
不 大 ， 然 而 ， 追 究 它们 的 根源 ， 竞 然 同 宗 园 族 ， 都 属于 哺乳 
动物 纲 ， 从 耻 行 动物 进化 而 来 。 这 种 自然 界 的 怪事 ， 会 使 一 
个 初次 听 到 的 人 感到 不 可 思议 。 

类 似 的 怪事 ， 也 存在 于 图 论 的 世界 里 。 

请 你 先 看 看 下 面 这 有 几 个 问题 。 


貌 异 质 同 的 几 个 问题 

一 个 是 “ 环 游 世 界 ? 问题 。 

如 图 30 所 示 ， 图 上 20 个 顶点 表示 世界 上 20 个 国家 的 
首都 ， 边 表示 城市 向 的 水 路 或 陆路 通道 。 问 ， 是 否 存在 一 条 
环 游 世界 的 路 线 ， 使 得 一 位 旅行 者 从 任 一 城市 出 发 ， 经 过 其 
他 19 个 城市 各 1 次 后 又 回 到 原来 的 出 
发 地 ? 

一 个 是 联欢 会 上 的 排 迹 位 问题 。 

在 一 次 国际 学 生 联 欢 会 上 ， 有 ?7 位 
来 自 不 同 国家 的 学 生 会 话 能 力 如 下 ， 

9 会 讲 英语 。 

5， 会 讲 英语 和 汉语 。 图 30 
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< : 会 讲 英语 、 意 大 利 语 和 西班牙 语 。 

d ， 会 讲 汉语 和 日 语 。 

e+ 会 讲 短语 和 意大利 语 。 

f， 会 讲法 语 、 日 语 和 西班牙 语 。 

9g， 会 讲法 语 和 德语 。 

问 ， 怎 样 安排 这 ?7 个 人 国 着 一 个 圆桌 坐 下 ， 使 得 每 个 人 
都 能 和 他 身边 的 两 个 人 交谈 ? 

一 个 是 挑选 双色 布 问题 。 

某 工厂 生产 由 6 种 不 同 颜色 的 纱 织 成 的 双色 布 。 已 知 花 
布 品种 由 ， 每 种 颜色 至 少 分 别 和 其 他 3 种 不 辕 的 颜色 拱 配 。 
要 求证 明 ， 可 以 挑 出 3 种 双色 布 ， 它 们 恰好 含有 6 种 不 同 的 
颜色 。 

一 个 是 棋盘 上 跳马 问题 。 

图 31 画 的 是 半 个 国际 象 极 棋盘 。 问 ， 马 能 否 连 续 地 把 

棋盘 上 所 有 的 格 都 跳 到 一 次 并 
且 仅 仅 一 次 ? 如 果 去 掉 了 棋盘 
对 角 线 上 两 个 黑色 方 格 ， 又 将 
会 怎样 ? 

亲 31 这 四 个 问题 初 看 起 来 ， 似 

平面 瑶 各 异 ， 彼 响 毫 无 关系 。 然 而 ， 我 们 通过 进一步 分 析 将 
会 发 现 ， 它 们 的 本 质 吓 相 局 的 一 一 它们 都 可 以 转化 成 为 求 一 
个 图 的 哈密 顿 通路 或 回路 的 问题 ， 只 是 在 具体 求解 的 过 程 
申 ， 采 用 的 方法 有 所 不 同 罢 了 。 


哈密 顿 适 路 和 回路 


什么 是 险 密 顿 通路 或 回路 呢 ? 
十 九 世 纪 著 名 的 英国 数学 家 威廉 * 哈密 顿 (1805-1865》 
36 


贤士 在 1859 年 提出 了 一 种 “ 环 游 世 界 ” 的 游戏 ， 也 就 是 
节 给 出 的 第 一 个 问题 。 在 这 个 游戏 中 提 到 了 这 样 一 种 通路 
它 经 过 图 上 各 质点 一 次 并 且 仅 仅 一 次 ， 那 么 这 种 通路 就 世 做 
“哈密 额 通路 ”"， 当 它 的 起 点 和 终点 重合 的 时 候 ， 就 叫做 “ 蛤 
密 顿 回路 *。 

需要 注意 的 是 ， 哈 密 培 通路 和 殉 惑 通路 是 两 种 党 义 不 疗 
的 通路 。 险 密 顿 通路 强调 的 是 图 上 的 “各 顶点 ”取经 过 一 次 
并 且 仅 仅 一 次 ， 而 网 鞭 通 路 强调 的 是 图 上 “各 边 ” 旨 经 过 一 
次 并 且 仅 仅 一 次 。 哈 密 顿 通路 并 不 要 求 经 过 图 的 每 条 边 ， 而 
网 甚 通 路 却 必然 要 经 过 图 上 的 各 顶点 ， 并 且 人 允许 重复 经 过 。 

有 些 图 ， 如 图 32{ a }, 有 了 欧 勒 通路 而 没有 险 密 起 通路 
有 些 图 ， 如 图 32( 5 )， 有 哈密 帧 通路 而 没有 欧 勒 通路， 当 
然 ， 有 的 图 既 有 了 欧 勘 通路 ， 又 有 哈密 顿 通路 , 如 图 33(2 )， 
而 有 的 图 既 没 有 欧 勒 通路 ， 又 没有 哈密 顿 通路 , 如 网 32( d 》 
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图 32 

一 般 说 来 ， 一 个 图 的 欧 勒 通路 和 哈密 顿 通路 〈 如 果 有 的 
话 ) 是 不 重合 的 ， 例 如 图 32( oc )， 但 在 一 些 特 殊 类 型 的 图 
一 一 例如 多 边 形 图 更 ,它们 是 重合 的 如 
图 33。 

一 个 图 是 否 存 在 哈 蜜 顿 通路 或 加 
路 ， 到 现在 还 设 找 到 判断 它 的 充分 必要 
条 件 ， 所 以 解决 这 类 问题 攀比 找 一 个 图 图 33 
的 欧 蔓 通路 麻烦 多 了 。 对 于 不 同类 型 的 问题 ， 有 不 同 的 判断 
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方法 。 我 们 现在 就 几 种 主要 的 方法 ， 结 台 药 击 提 于 的 四 个 问 
是 ， 分 别 作 吾 介绍 。 这 一 闽 先 齐 一 种 方法 。 


引线 一 一 直接 找 
时 六“ 环 游 世界 ”问题 ， 我 们 采用 “直接 求解 2 的 方 
法 ， 也 就 是 从 图 的 菜 一 个 项 点 开始 ， 采 用 一 步 步 试探 罗 方 
法 ， 来 按 出 图 的 哈密 顿 通路。 如 采 找 到 了 一 条 ， 解 就 得 出 
了 ， 和 如果 找 不 到 ， 就 可 能 没有 解 。 图 34 中 
一 条 环 游 世界 20 个 大 城市 的 路 线 ， 超 点 和 终点 是 4 (或 者 其 
他 任 一 顶点 )。 可 见 哈密 顿 提 出 的 这 个 问题 是 有 解 的 。 
<、 对 于 十 分 复杂 的 图 来 说 ， 要 对 各 种 
人 情况 都 作 试探 ， 尤 共 对 于 判断 没有 哈密 
~ “pr 了 顿 通 路 的 情况 ， 是 十 分 麻烦 前 事 ， 所 
\ ' 以 ， 这 种 方法 一 般 只 用 在 比较 简单 的 图 
上 ， 肯 且 多 用 在 肯定 有 哈 蜜 顿 通路 存在 
的 情况 。 
对 于 排 座位 问题 ， 我 们 可 以 先 副 个 
图 ， 然 后 也 采取 “直接 求解 ”的 方法 。 
设 7 个 顶点 4、5、c、d、e、f、g 对 应 7 个 学 
生 ， 在 会 同一 种 语言 的 人 对 应 的 顶点 之 间 连 上 边 ， 这 样 就 得 
到 了 图 35( 6 )。 于 是 原来 的 排 座位 问题 就 变 成 了 在 图 35( 6 ) 
里 找 一 条 哈密 顿 回路 的 问题 了 。 如 果 按 回路 上 顶点 的 顺序 来 
排 座位 ， 那 么 每 个 人 和 他 相 邻 的 两 个 人 都 能 交谈。 在 图 35 
《5 ) 上 用 粗 线 画 出 的 一 个 回路 ， 就 是 我 们 所 求 的 解 。 也 就 是 
说 ， 如 果 按 照 s、5 、d 、 上 、9 、，e 、 的 顺序 排 座位 ， 
每 个 人 就 都 可 以 和 他 的 两 个 邻 产 交谈 ， 所 采用 的 语言 种 类 标 
明 在 图 35(5 ) 的 对 应 边 上 。 
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网 34 
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图 35 


一 个 图 如 果 有 一 条 哈密 顿 回路 ， 就 叫做 “哈密 顿 图 ”"。 图 
34、 图 35 就 都 是 哈密 顿 图 。 


练 习 五 


1， 判断 图 36 里 各 图 哪些 是 欧 勒 图 ， 哪 些 是 哈 咨 顿 
斤 ? 


A 


【全 


图 36 . 
2， 在 一 次 国际 语言 学 家 会 议 上 ， 人 允许 使 用 的 公共 语言 
共有 9 种。 已 知 有 8 位 语言 学 家 要 围 着 留 桌 开会 ,他 们 每 人 至 
少 会 讲 9 种 语言 中 的 5 种 。 问 ， 怎样 排 座位 ， 才 可 以 使 得 每 
位 语言 学 家 都 能 和 他 的 邻 庭 交谈 ? 这 种 排 座 位 方式 共有 多 少 
种 ? 
*3， 8 个 男孩 和 6 个 女孩 拉 成 一 个 轿 装 胱 舞 。 如 果 要 
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求 竺 个 男孩 和 每 个 女孩 只 相 邻 一 次 (不管 是 在 左 侧 还 是 在 右 
合 )， 并 且 不 和 其 他 的 男孩 相 邻 ， 问 这 样 的 圆圈 能 组 成 多 少 
个 ? 
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六 色彩 绕 纷 的 双色 布 


一 一 哈密 顿 通 ( 回 ) 路 的 判断 方法 


两 条 判断 定 乙 


一 个 图 是 百 存 在 哈密 顿 通路 或 网 路 ， 盟 然 还 没有 找到 判 
断 的 充分 必要 条 件 ， 但 是 已 经 找到 了 几 个 判断 的 充分 条件 、 
它们 可 以 表示 成 如 下 的 两 条 定理 : 

第 一 条 定理 是 ， 有 +# 个 顶点 的 图 (n 宇 2)， 如 果 它 的 任意 
两 个 顶点 度数 的 和 大 于 或 等 于 # 一 1 ,那么 它 一 定 有 一 条 哈 
密 顿 通路 。 

第 二 条 定理 是 ， 有 有 + 个 顶点 的 图 (x 之 3)， 如 果 它 的 任意 
两 个 项 点 度数 的 和 大 于 或 等 于 n， 那 么 它 一 定 有 一 条 哈密 顿 
回路 。 

现在 我 们 就 用 这 些 定理 来 证 明 前 面 提出 的 挑选 双色 布 问 
题 、 这 个 问题 重 述 如 下 : 

某 工厂 生产 由 6 种 不 同 颜色 的 纱 织 成 的 双色 布 。 已 知 花 
布 品种 中 ， 每 种 颜色 至 少 分 别 和 其 他 3 种 不 同 的 颜色 搭配 。 
要 求证 明 ， 可 以 挑 出 3 种 双色 布 ， 它 们 恰好 含有 6 种 不 同 的 
颜色 。 

我 们 现在 把 它 转 化 成 一 个 图 论 的 问题 。 让 每 种 颜色 对 应 
一 个 顶点 ， 这 样 就 有 6 个 顶点 a、b、c、d、e、f。 哪 两 种 
颜色 搭配 织 成 一 种 双色 布 ， 我 们 就 在 这 两 种 颜色 对 应 的 顶点 
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之 间 连 一 条 边 。 因 此 ， 在 这 个 图 电 , 一 条 边 代 表 一 种 双色 布 ， 
并 且 从 这 里 可 以 推出 ， 任 何 两 种 含有 不 同 癌 多 的 双色 布 ， 
它们 所 对 应 的 两 条 边 没有 相同 的 顶点 。 因 此 ， 刁 找到 含有 6 
种 不 同 颜色 的 3 种 双色 布 ， 就 变 成 要 在 图 上 找到 3 条 彼 此 没 
有 公共 顶点 的 边 。, 如 果 图 上 恰好 三 一 条 经 过 6 个 项 点 各 - 次 的 
哈密 顿 通路 或 回路 ， 那 么 ， 这 样 3 条 彼此 没 放 公 
总 是 存在 的 ， 如 图 37 所 未 。 在 这 个 图 叹 ，3 如 
六 一 一 条 虚线 边 部 满 足 这 个 条 件 。 
A \ 现在 的 间 题 就 变 成 了 判断 原 题 所 对 
C 应 的 图 是 否 存 在 哈密 顿 通路 或 回路 了 。 
~、 ， 根据 题 章 ， 每 种 颜色 至 少 和 其 他 3 种 疡 
色 搭配 ， 也 就 是 说 ， 图 上 每 个 顶点 至 少 
图 3 关联 8 条 边 ， 办 此 它 的 度数 至 少 是 
3 ， 所 以 ， 图 上 任意 两 个 顶点 的 度数 的 和 必然 大 于 或 等 于 
6 。 根 据 上 面 给 出 的 定理 ， 可 以 断定 这 个 图 一 定 有 一 条 哈密 
顿 回路 ， 因 此 包含 6 种 不 同 颜 色 的 3 种 双色 布 是 一 定 存 在 
的 。 原 题 的 证 明 就 是 这 样 得 出 的 。 
需要 说 明 一 点 的 是 ， 图 37 不 是 对 应 原 题 的 一 个 完整 的 
图 ， 它 仅仅 是 一 个 示意 图 。 由 于 原 题 给 出 的 各 顶点 关联 的 边 
数 不 是 一 个 确定 的 数 ， 只 是 说 大 于 或 等 于 3 ， 因 此 原 题 所 对 
应 的 图 实际 上 是 无 法 确切 画 出 的 。 在 这 类 问题 中 ， 一 般 无 法 
用 “直接 求解 "的 方法 来 找 出 图 的 哈密 顿 通 路 或 回路 ， 只 能 采 
取证 明 的 方法 另外 ,需要 再 提醒 一 句 ， 这 些 判断 定理 痢 只 是 
“充分 条 件 ” 而 不 是 “ 充 要 条 件 "， 也 就 是 说 ， 当 一 个 图 具备 这 
些 定理 所 提 的 条 件 的 时 候 ， 它 一 定 育 一 条 哈密 顿 通路 或 区 
路 ， 然 而 ， 如 果 一 个 余 不 具备 这 些 定理 所 提 的 条 件 ， 它 也 未 
必 就 没有 哈密 顿 通路 或 回路 。 例 如 图 38 它 有 8 个 质点， 而 
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每 两 顶点 的 度数 的 和 只 有 4 ， 它 
并 不 具备 两 条 判断 定理 中 任何 -- ~ 


条 的 条 件 ， 但 是 它 还 是 具有 一 条 “| 
哈密 顿 回路 。 


图 38 
马 跳 日 一 交错 标记 法 

对 于 一 种 特殊 类 型 的 问题 ， 我 们 也 将 采用 一 种 特殊 的 方 
法 一 一 “交错 标记 法 ”来 判断 它 是 否 有 哈密 顿 通路 或 回路 。 先 
举 个 例子 来 说 明 这 种 方法 的 应 用 。 

判断 图 39(a) 是 否 具有 了 哈密 顿 通路 。 

我 们 给 图 上 的 某 一 个 顶点 ， 例 如 最 上 面 的 一 个 顶点 标记 
上 4, 然后 给 和 它 相 邻 的 各 项 点 标记 上 妃 , 接 着 再 给 和 标 记 着 
召 的 顶点 相 邻 的 各 顶点 标记 上 如，……… 依 此 类 推 ， 直 到 图 上 
所 有 的 顶点 都 标记 上 4 或 召 为 赴 ， 如 图 39(b) 所 示 。 
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加 39 
由 于 图 39(5) 上 的 16 个 项 点 交错 标记 了 4 和 B， 所 
. 以 ,如 果 图 上 存在 一 条 哈密 顿 通路 的 话 , 它 必然 要 交错 地 走 过 
顶点 4 和 顶点 召 。 也 就 是 说 ， 如 果 走 到 了 .4 点 的 话 ， 下 一步 
无 论 没 着 哪 条 按 走 ， 也 只 能 走 到 吾 点 ! 如 果 从 召 点 出 发 ， 无 
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论 怎样 走 ， 也 只 能 直到 4 点 。 这 样 ， 在 这 条 哈密 顿 通 路 上 ， 
只 伦 交 错 地 出 现 项 点 4,B,4,B,…… 而 不 可 能 连续 地 出 现 
两 个 4, 例 如 ，44,B，4,.4,B,…… 或 者 出 现 两 个 连续 的 如 。 
然而 ， 在 图 39(8) 上 ， 标 记 是 毛 的 顶点 共有 有 9 个， 标记 是 BB 
的 项 点 共有 7 个 ， 这 样 ,4 就 比 B 多 了 2 个。 要 想 把 这 16 个 
顶点 一 次 都 走 到 ， 并 且 不 重复 ， 无 论 怎 样 安排 这 些 顶 点 的 顺 
序 , 总 是 至 少 要 有 2 个 4 点 挨 磷 一 块 儿 放 行 。 也 就 是 说 ,如 果 
图 39 ( 纪 有 一 :条 哈密 顿 通路 的 话 ， 它 必须 要 连续 地 经 过 2 个 
六 点 才 行 。 但 是 ， 根 据 我 们 对 图 39(5) 进 行 的 标记 ， 在 图 上 
的 任何 一 条 通路 是 不 可 能 连续 地 经 过 2 个 4 点 的 ， 于 是 可 以 
署 出 在 图 39(8) 上 是 不 可 能 存在 哈密 顿 通 路 的 ， 这 样 ， 原 来 
的 图 39tq) 自 然 也 就 不 存 刘 哈密 顿 通 路 了 。 

在 解 这 个 问题 时 ， 我 们 所 采用 的 就 是 "交错 标记 法 ”， 先 
给 图 的 顶点 交错 标记 上 两 种 不 同 的 符号 (或 涂 上 两 种 不 同 的 
颜色 )， 再 根据 在 这 类 峡 里 可 能 有 哈密 顿 通 路 所 只 备 的 必要 
条 件 ， 就 是 通路 上 不 能 连续 地 出 现 同一 种 符号 ， 来 判断 这 图 
是 否 可 能 具有 哈密 顿 通 路 。 

下 面 我 们 哥 来 看 看 前 面 提 出 的 棋盘 上 跳马 问题 : 

马 能 否 在 半 个 棋盘 上 连续 地 把 每 个 方 格 都 跳 到 一 遍 ? 

我 们 可 以 考虑 这 样 一 个 图 :让 它 的 顶点 对 应 
如 果 马 从 棋盘 上 的 一 个 格 能 晃 到 另 一 个 格 ，: 
应 的 巴 点 间 连 上 一 条 边 。 这 梓 ， 原 来 的 问题 就 可 以 转变 成 乔 

“ 断 棋 盘 所 对 应 的 这 个 图 是 否 有 一 条 哈密 顿 通路 的 问题 了 。 

在 这 里 ， 顶 点 的 邻接 方式 是 由 晃 马 的 方式 决定 的 ， 也 就 
是 说 每 个 项 点 只 能 跟 和 它 组 成 一 个 “日 " 字 的 对 角 线 上 的 顶点 . 
邻接 。 棋 盘 上 组 成 “日 ? 字 对 角 线 的 方 格 所 着 的 颜色 正好 是 相 
反 的 ， 我 们 让 图 上 每 个 项 点 着 上 它 所 对 应 的 方 格 的 颜色 ， 这 
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评 , 图 上 上 每 条 边 所 关联 的 两 个 顶点 的 颜色 都 是 一 黑 一 外 ,于 是 


图 二 时 有 的 顶点 正好 是 球 白 交错 标记 的 。 在 这 个 图 下， 如 果 
兴 - -条 哈密 顿 通路 的 话 ， 外 盘 上 的 顶点 也 必然 是 黑白 交错 出 
现 的 。 


在 尘 个 横 盘 格 十 ， 黑 、 白 方 格 的 格 数 是 相同 的 ， 这 就 是 
说 它们 对 应 的 黑 、 白 顶点 的 个 数 也 是 相同 的 ， 这 就 不 排除 存 
在 哈密 顿 通路 的 可 能 性 。 我 们 仍 采取 试探 的 方法 来 找 这 条 通 
路 。 在 这 里 我 们 不 准备 详细 画 出 举 个 殿 盘 所 对 应 的 那个 图 ， 
只 给 出 一 个 具体 的 答案 ， 见 图 40。 图 中 右上 和 角 的 黑 方 恪 是 
通路 的 起 点 
2 现在 再 来 回答 这 个 问题 的 
第 二 部 分 ， 如 果 把 半 个 殿 盘 对 
角 线 上 的 两 个 黑色 方 格 去 掉 
那么 ， 是 否 还 存在 一 条 同样 性 
质 的 通路 呢 ? 我 们 仍然 采用 " 交 
错 标记 法 ”， 把 它 转 换 成 求 对 应 的 图 是 否 存 在 哈密 顿 通路 的 
何 题 。 不 过 ， 这 里 为 了 报 述 上 的 方便 ， 我 们 直接 对 棋盘 进行 
分 析 。 这 时 ， 由 于 去 掉 了 两 个 黑色 的 方 阁 ， 镜 下 的 棋盘 时 帕 
色 方 格 要 比 黑色 方 格 多 2 个 ， 如 图 41。 在 这 种 情况 下 ,要 想 
仍然 以 马 跳 日 的 方式 把 每 个 方 格 都 跳 到 一 次 并 且 仅仅 一 次 ， 
就 得 连续 地 在 2 个 白 格 之 间 耳 
一 次 才 行 。 然 而 ， 根 据 棋盘 的 
构造 一 一 任何 一 个 日 字 的 对 角 
线 上 两 个 方 格 颜色 都 是 相 异 
的 ， 因 此 ， 这 一 步 跳 是 无 法 实 图 入 
现 ，。 这 样 。 对 于 去 掉 两 个 黑色 方 格 的 半 个 楼 鸡 来 说 ， 马 是 
无 法 连续 地 把 每 个 方 烙 都 哆 到 一 次 并 且 仅 仅 一 次 的 。 
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采用 实 错 标记 法 ， 判 断 以 上 这 类 问题 的 哈密 顿 通路 是 否 
存在 ， 是 比较 倍 便 的 。 但 是 ， 并 非 所 有 判断 一 个 给 定 的 图 的 
哈密 顿 通路 的 问题 都 能 采用 这 种 方法 。 只 有 在 对 顶点 进行 
交错 标记 而 不 会 发 生 矛 盾 的 时 候 ， 也 就 是 图 的 同一 个 项 点 不 
会 同时 被 标 上 不 同 记号 的 时 候 ， 才 可 以 使 用 。 对 于 有 些 
例如 图 42， 就 不 能 进行 交错 标记 ， 因 此 也 就 不 能 采 用 这 种 
方法 判断 它 是 否 具有 哈密 顿 通路 。 

另外 -点 需要 注意 的 是 ， 交 错 标 记 
法 一 般 用 在 首 定 一 个 图 具有 哈密 顿 通路 
的 情况 。 把 一 个 图 的 顶点 交错 标记 了 两 
种 符号 之 后 ， 如 果 其 中 一 种 符号 的 个 数 
比 另 一 种 多 2 个 以 上 ,例如 图 39(5) 和 图 
41， 那 么 ， 这 种 图 一 定 不 存在 哈密 顿 通 
路 。 但是， 如 果 一 个 图 的 顶点 交错 标记 的 两 种 符号 的 个 数 : 
好 相等 ,或 者 只 相差 1 个 ,这 时 ， 我 们 不 能 仅仅 根据 这 一 点 就 
背 定 图 上 一 定 存在 哈密 顿 通路 ， 而 只 能 说 有 存在 的 可 能 性 ， 
不 能 说 有 存在 的 必然 性 。 例 如 、 对 于 图 40， 这 种 可 能 性 由 
于 确实 找到 了 一 条 哈密 顿 通路 而 变 成 了 现 实 。 对 于 图 43, 最 
然 把 它 的 项 点 交错 标 上 黑 色 ee。 


和 白色 后 ， 黑 色 顶 点 和 自 色 项 了 
点 的 个 数 相等 ， 都 是 5 个 ， 但 
是 这 个 图 并 不 存在 一 条 哈密 顿 , 


通路 。 因 此 对 于 具体 的 图 ， 判 图 名 
断 它 是 否 上 其 有 哈密 顿 通路 ， 一 定 要 作 具 体 的 分 析 才 行 。 
练 习 六 


1. 判断 图 44 里 各 图 是 否 有 哈密 顿 通路 。 


40 让 


Lay £8) Cey 


加 


2. 忆 知 在 7 了 个 小 孩 中 ， 每 个 小 孩 至 少 认 识 其 他 3 个 小 
孩 。 能 否 让 这 ? 个 小 孩 排 成 一 行 ， 使 得 每 个 小 孩 和 他 相 邻 的 
小 孩 都 认识 ? 

3。 一 位 厨师 用 8 种 原料 做 菜 ,每 种 菜 都 用 2 种 原料 搭配 。 
已 知 每 种 原料 都 至 少 用 在 4 种 菜 里 。 癌 ， 能 否 从 这 位 厨师 做 
的 菜 中 选 出 4 种 ， 于 好 包括 了 T | 


8 种 不 同 的 原料 ? 本 二 
"4， 如 图 45 所 未 的 半 个 站 | 呢 
中 因 象 横 柑 副 。 马 从 所 在 的 位 。 [人 | 


轩 出 发 ， 跳 琳 数 步 后 ， 能 否 回 图 条 
到 原来 的 地 方 ? 
*5。 对 于 图 46 (a)、(5) 两 个 方 格 盘 ， 能 否 分 别 用 几 张 


| 
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大 小 恰好 是 两 个 方 格 的 硬 纸 片 去 覆盖 它们 ， 使 得 方 格 狂 上 的 
每 个 方 格 都 被 覆盖 一 次 并 且 仪 仅 一 次 ? 

*6。 在 7 天 里 面 安排 ? 门 课 的 考试 ， 要 使 得 同一 位 老 
师 教 的 两 门 课 考试 不 排 在 接连 的 两 天 里 。 如 果 同 一 位 老师 教 
的 考试 课程 最 多 4 门 ， 证 明 ， 这 种 安排 总 是 可 以 的 。 
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七 ”哪个 苹果 重 ? 
一 一 有 向 图 条 介 


在 图 论 的 应 用 中 ， 遇 到 有 些 问 题 ， 交 上 一 对 顶点 之 问 的 


关系 不 是 对 称 的 。 


为 了 在 图 上 表示 这 种 顶点 不对 


称 的 关系 ， 我 们 在 把 这 两 


顶点 连接 起 来 的 边 上 用 标明 方向 的 方法 来 撕 述 。 


下 面 我 们 先 举 一 个 例子 。 


哪个 苹果 重 


[ey 


? 


把 25 个 重量 各 不 相等 的 苹果 放 在 桌子 上 ， 排 成 一 个 


5 x 5 的 方 阵 ， 如 图 47 所 示 。 

先 从 每 一 行 里 挑 出 一 个 最 
重 的 苹果 ， 再 在 这 挑 出 的 5 个 
苹果 中 选 出 一 个 最 轻 的 ， 标 上 
记号 K ,然后 把 这 几 个 苹果 放 
加 不 处 。 

接着 ， 从 每 一 列 里 挑 出 一 
个 最 轻 的 莹 果 ， 再 在 这 5 个 萤 


OOOOO 
四 四 OO 
OOOOO 
口外 白白 外 
©OOOOO 


图 条 


果 中 选 出 一 个 最 重 的 ， 标 上 记号 5 ,然后 把 各 莹 洒 放 加 原 处 。 
已 知 a,6 是 不 同行 也 不 同 列 的 苹果 。 

现在 要 问 ， 苹果 a 和 苹果 哪个 策 ? 

我 们 可 以 采取 一 种 图 解 的 方法 来 间 答 这 个 问题 。 画 出 35 


A3 


个 顶点 组 成 的 5 x 5 方 阵 ， 对 应 这 25 个 不 等 重 量 的 莫 果 。 
假设 苹果 在 第 一 行 第 一 列 ， 苹 果 昌 在 第 四 行 第 三 列 (这 种 
假设 可 以 是 任意 的 )， 在 图 上 分 别 标 出 它们 。 然 后 ， 我 们 再 
把 和 苹果 a 同行 而 和 什 果 总 同 列 就 是 第 一 行 第 三 列 的 那个 芋 
果 标 上 记号 。 ,如 图 48。 现 在 我 们 来 看 看， 苹果 sa、c、，b 之 
间 有 什么 关系 。 

让 题 设 已 知 ， 4 是 第 一 行 时 最 重 的 
苹果 ， 所 以 a 自然 要 比 c 电 ， 又 知 5 是 
第 三 列 里 最 轻 的 芋 果 ， 所 以 自然 要 比 
。 5 轻 。 我 们 在 和 ce 之 间 、c 和 外 

图 各 画 一 条 * 有 向 边 ?”， 边 的 方向 失重 的 一 

只 指向 轻 的 一 只 ， 这 样 就 有 了 一 条 从 4 

指向 。、 又 从 = 指向 已 的 有 向 通路 ， 这 表示 苹果 4 比 苹果 2 
重 ， 而 苹果 c 又 比 苹果 已 重 。 所 以 ， 苹 果 a 自然 要 比 苹果 
重 了 。 
当然 ,在 图 48 上 ,苹果 4 和 第 一 行 其 他 各 苹果 之 问 ,苹果 

问 和 第 三 列 其 他 各 苹果 之 问 ， 也 都 可 以 用 有 向 边 连 接 ， 但 是 
由 于 这 些 边 和 解答 这 题 没有 直接 关系 ， 所 以 我 们 就 省 略 
了 。 


司 


有 向 图 和 无 向 图 


图 48 上 画 出 的 边 都 是 有 方向 的 ,这 样 的 图 就 叫做 * 有 了 向 
图 ?， 前 面 各 章 所 画 的 图 边 上 都 没有 方向 ， 这 样 的 图 就 叫做 
“无 向 图 ”。 

有 向 图 和 无 向 图 的 根本 区 别 就 在 于 ， 有 向 图 的 各 边 都 是 
有 方向 的 ， 而 无 向 图 的 各 边 都 是 区 方向 的 。 在 有 向 图 里 ， 我 
们 用 《aa ， 间 表示 一 条 从 顶点 4 指向 65 的 边 ，a 叫做 有 向 边 
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的 起 点 ，6 叫做 有 向 边 的 终点 ,并 且 认 为 ， 当 4 关 6 的 时 候 ， 
《c， 修 和 《b， 人 是 两 条 不 相同 的 边 ， 如 图 49 (a)。 而 在 无 向 
图 里 ,我 们 认为 边 (c， 纪 夺 边 (B，a) 生 同一 条 边 ,如 图 49( 纪 。 


Ca by he 【人 


RIE 《5) 殉 向 峡 
轩 49 

一 个 有 向 的 完全 图 下, 是 指 任意 两 项 点 问 都 恰 有 2 条 
反 向 的 有 向 边 的 图 。 例 如 ， 图 50 就 是 一 个 有 4 个 顶点 的 有 
向 完全 图 ， 它 共有 12 条 有 向 边 。 因 此 ， 对 于 有 4 个 顶点 的 
有 向 完全 图 来 说 ， 它 的 边 数 是 A: 条 。 

前 面 我 们 大 部 分 讲 到 的 都 是 无 向 
图 ， 有 了 时 也 隐 隐约 约 地 涉及 到 有 向 图 。 
例如 ， 在 走 迷 富 问 题 里 , 当 迷 官 的 入 口 、 
出 口 已 经 确定 的 时 候 ， 整 个 通路 就 是 一 
条 有 向 的 了 ， 只 不 过 由 于 用 无 向 图 来 解 
对 问题 的 结果 没有 什么 影响 ， 所 以 没有 
明确 指出 轻 了 。 然 而 ， 在 实际 问题 里 ， 
有 些 问题 却 非 要 采用 有 向 图 来 解 不 可 ， 氏 为 在 这 类 问题 里 ， 
一 条 边 所 关联 的 两 个 顶点 在 基 一 “关系 ”中 所 起 的 作用 或 所 处 
的 地 位 是 不 相同 的 ， 所 以 只 能 用 有 向 边 来 表 示 ， 而 用 无 向 
边 ， 就 表示 不 出 两 顶点 词 这 种 不 平等 的 关系 。 例 如 刚才 讲 到 
的 比较 苹果 轻重 的 问题 ， 对 于 轻重 不 根 等 的 两 个 苹果 ， 例 如 
9 、e ,如 果 书 知 8 比 c 重 ， 就 不 能 同时 再 有 4 比 c 轻 因 
此 ,这 时 只 能 用 有 向 边 {4a、c) 来 表示 两 个 苹果 之 间 这 种 重 嫩 
不 相等 的 关系 。 


“op 


图 多 
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一 系列 首尾 衔接 的 有 向 边 序列 就 构成 了 有 向 图 里 的 一 条 


he “有 向 通路 ”"。 其 中， 前 ~- 条 有 

向 边 的 终点 一 定 中 后 一 条 有 向 

NS 边 的 起 点 ,例如 图 51 里 , 边 《e， 

? 四 8,0) 《esd) 构 成 了 从 顶点 

加 4 到 顶点 4d 的 一 条 有 向 通路 

而 边 (@,6)、《e, 抱 不 能 物 成 从 顶点 4 到顶 点。 的 有 向 通路 。 
三 种 连通 性 


我 们 在 走 迷 官 的 问题 里 已 经 介绍 过 无 向 图 的 连通 性 。 所 
谓 一 个 无 向 图 是 连通 的 ， 就 是 说 图 上 任意 两 顶点 之 间 痢 存在 
一 条 和 通路。 然而， 有 商 图 的 连通 泪 却 设 有 这 人 么 简单 ， 它 届 分 
以 下 三 种 情况 来 讨论 ， 

第 一 ,“ 强 连通 ”。 有 向 图 里 ， 如 果 任 意 两 顶点 如 a ,6 
之 间 ， 既 存在 一 条 从 e 到 书 的 有 疝 通路 ， 又 存在 一 条 从 到 
4 的 有 向 通路 ， 那 么 有 向 图 是 强 连通 的 。 

例如 地 下 铁道 网 ， 它 是 双向 的 ， 就 是 说 各 站 之 闪婚 能 来 
又 能 往 ， 因 此 是 个 强 连 通 的 有 向 图 。 

第 二 ,“ 单 向 连通 ”。 有 向 图 里 ， 如 果 任 意 两 顶点 如 4 、 
45 之 间 , 存 在 一 条 或 者 从 a 到 65、 或 者 从 65 到 a 的 有 向 通路 ， 
那么 有 向 图 是 单 向 连通 的 。 

这 也 就 是 说 ,在 单 向 连通 的 情况 下 ,并 不 要 求 任意 两 顶点 
之 间 都 要 有 一 米 一 往 的 两 条 通路 ,而 是 只 要 有 一 条 通路 就 行 。 
例如 地 铁 单 侧 轨道 各 站 之 间 ， 只 能 是 个 单 向 连通 的 有 向 图 。 

第 三 ,“ 弱 连通 ?。 一 个 有 向 图 ， 如 果 去 掉 它 各 边 的 方向 
后 所 得 到 的 无 向 图 是 连通 的 ， 那 么 有 向 图 是 性 连通 的 。 

为 了 进一步 比较 这 三 种 连通 的 概念 ， 图 52 给 出 了 对 应 三 


4 


种 不 同 连通 情况 的 有 向 图 。 
在 图 52(q) 里 ,任意 两 个 顶点 之 问 都 有 一 来 一 往 的 有 向 通 


ad 


Ca 》 强 连通 《4b) 单 向 连通 (5) 弱 连 二 
图 有 

路 ， 例 如 从 6 可 以 经 b,c 到 d， 而 从 d 可 以 经 e、f 到 a， 
此 是 强 连 道 图。 在 图 52 (5) 里 ， 任 意 两 顶点 之 问 只 ee 
向 的 有 淘 通 路 ， 例 如 从 a 可 以 经 6.c 或 经 fe 到 d， 而 从 d 
不 能 到 ， 内 此 它 是 个 单 向 连通 图 。 在 图 52 (c) 里 ， 4、d 
两 项 点 之 向 ， 既 没有 从 9 到 d 和 的 有 向 通路 ， 也 没有 从 d 到 a 
的 有 向 通路 ， 但 是 去 掉 图 上 边 的 方向 后 ， 浆 个 图 是 连通 的 ， 
因此 它 是 强 连 通 图 。 

当然 ， 如 果 一 个 有 向 图 连 弱 连 通 也 不 是， 那么 这 个 图 必 人 
然 是 不 连通 的 了 。 


练 习 七 


1、 4 个 人 张 、 王 、 李 、 赵 的 年 龄 分 别 是 15、 26、37、 
49。 试 夯 出 对 应 他 们 年 龄 大 小 关系 的 有 向 图 。 
2。 指出 图 53 里 所 有 的 有 向 通路 。 
3 画 出 有 向 完全 图 天 。、 玉 ，。 
4 4.B8、C 人 .已 5 个 人 进行 象棋 比赛 ， 已 知 各 局 结果 
如 下 表 所 示 ，: 其 中 “1 ”表示 这 数 对 应 的 行 上 远 手 战胜 了 对 应 
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图 53 
的 列 上 选手 ， 而 * 一 1 "表示 相反 的 情况 。 试 画 出 对 应 这 下 的 
有 向 图 。 


其 中 ， 谁 得 胜局 比较 多 ?认得 败局 比较 多 ? 
5。 指出 图 54 里 各 图 都 属于 鄂 种 连通 ? 


4 tO MD 


0 0 
国史 


八 这 些 图 相同 吗 ? 
一 一 图 的 同 移 
不 知道 你 是 否 有 过 这 种 体会 ;在 学 习 一 些 新 知识 的 时 候 ， 
往往 要 和 头脑 里 已 有 的 旧 观 念 作 点 “决裂 ”， 或 者 至 少 能 从 旧 


观念 里 跷 出来， 否则 ， 新 的 观念 是 很 难 被 楼 受 的 。 在 学 习 图 
论 的 过 程 中 ， 也 会 遇 到 这 种 情况 。 


相同 ， 还 是 不 相同 ? 


现在 问 你 这 样 一 个 问题 ， 图 55 里 的 两 个 图 足 否 相 同 ? 
局 


Ca) (Cb) 
图 号 
你 可 能 会 马上 回答 ， 当 然 不 相同 ! 一 个 是 圆 形 的 ， 一 个 
是 鞭 形 的 ， 怎 么 能 相同 呢 ? 
我 说 你 这 个 回答 ， 也 对 也 不 对 。 
为 什么 这 样 说 呢 ? 因 为 从 传统 的 欧 几 里 得 几何 学 的 角度 
来 看 ， 这 两 个 图 确实 是 不 相同 的 ， 它们 有 不 同 的 形状 。 


旬 


然而 ， 从 图 论 的 角度 米 看 ， 它 们 却 是 相同 的 ， 因 为 它们 
有 相同 的 顶点 数 ,并 且 两 个 图 各 项 点 的 邻接 关系 也 是 相同 的 。 
也 就 是 说 ， 这 两 个 图 的 顶点 和 顶点 之 问 ， 边 和 边 之 间 存 在 一 
一 对 应 的 关系 。 比 如 ， 图 55 (4) 的 顶点 a,b,evd、e、f ,9. 有 可 
以 分 别 对 应 图 55 (区 前 顶点 af .bc vd/ el,f'.g'.h'， 并 
且 图 55 (a) 里 有 (a,b)、(b,f) 等 边 ,图 55 (5) 里 也 有 (a ,b')、 
《4'f') 等 边 , 而 图 55(a) 里 没有 (a,e)、(e,g) 等 边 ， 风 55 (6) 
里 也 没有 (ea',e')、{(c7,97) 等 边 。 因 此 ,这 两 个 图 虽然 外 形 不 
一 祥 ， 己 是 它们 顶点 之 间 的 邻接 关系 是 相同 的 。 在 图 论 里 ， 
就 认为 它们 是 相同 的 图 。 这 样 的 图 就 刀 做 “ 同 构 ?的 图。 

图 论 里 的 图 要 比 欧 几 里 得 几何 学 里 前 图 抽象 得 多 。 由 于 
它 描 绘 的 是 事物 之 问 的 某 种 “关系 ”, 而 不 是 事物 的 几何 形状 ， 
因此 它 不 在 乎 图 形 的 外 形 和 大 小 ， 更 不 涉及 长 度 、 面 积 、 体 
积 、 角 度 等 这 些 量 ， 它 只 包含 顶点 和 边 这 两 各 要案， 用 这 两 
种 要 素 求 描绘 事物 之 间 的 种 种 关系 就 足够 了 。 这 样 ， 在 图 论 
尘 判 断 两 个 图 是 否 相 同 ， 就 是 说 是 否 同 构 、 只 要 看 两 个 图 所 
描绘 的 顶点 邻 楼 关系 是 否 相 同 就 行 了 ， 而 不 需要 看 这 两 个 图 
的 形状 、 大 小 是 否 相 同一 一 这 正 是 图 论 里 的 图 利 欧 儿 里 得 几 
何 学 里 的 图 有 本 质 区 别 的 地 方 。 


全 


怎样 判断 图 的 同 构 


判断 两 个 图 是 否 同 构 ， 大 致 有 这 么 两 点 ， 

第 一 点 ， 比 较 两 个 图 的 顶点 数 是 否 相 同 。 如 果 幅 同 ， 请 
进行 下 一 步 ， 

第 二 点 ， 比 较 两 个 图 项 点 的 邻接 关系 是 否 相 间 。 所 谓 邻 
接 关 系 相同 ， 是 指 如 果 一 候 图 的 某 两 个 顶点 之 间 有 一 条 边 ， 
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另 一 个 圆 对 应 的 两 个 顶点 之 问 也 有 一 条 边 ;而 如 果 一 个 图 的 
某 两 个 顶点 之 间 没 有 边 ， 另 一 个 图 对 应 的 两 个 顶点 之 赣 也 没 
有 边 。 

只 有 以 上 两 点 都 满足 ， 两 个 图 才 是 同 构 的 ， 如 果 其 中 一 
点 不 满足 ， 两 个 图 就 不 同 构 。 

现在 我 们 根据 这 两 点 ,来 分 别 判断 下 面 几 组 图 是 哲 同 构 。 

先 看 第 一 组 图 ， 如 图 56 所 示 。 


a ec 


C9) C6) 
攻 56 


这 两 个 图 外 形 是 很 不 相同 的 ， 但 是 这 和 判断 两 个 图 是 否 
疝 构 无 关 ， 我 们 且 不 管 它 。 先 看 两 个 图 的 项 点 数 ， 它 们 都 是 
4， 是 相同 的 ， 符 合 判断 条 件 第 一 点 。 凋 者 两 图 顶点 间 的 邻 
接 关 系 ,图 56 (a9) 上 每 个 顶点 和 其 他 三 个 顶点 都 有 边 相 关联 ， 
而 图 56 (8) 也 是 这 样 ， 实 际 上 它们 都 是 有 4 个 顶点 的 完全 图 
天 ,， 因 此 它们 项 点 间 的 邻接 关系 育 然 是 祖 同 的 ， 这 就 可 以 
判断 它们 是 同 构 的 图 。 它 们 顶点 闻 的 对 应 关系 可 以 列 成 下 天， 


图 56(a) 


图 56(5》 | of bt et ds 


由 于 下 ,顶点 的 对 称 性 ， 因 此 两 个 民 , 顶点 之 间 的 对 应 
关系 不 是 唯一 的 ， 还 可 以 有 其 他 的 选择 。 例 如 ， 令 图 58 (9》 
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的 gbsesd 分 别 对 应 图 56 (的 电 ed sa 也 是 可 以 的 。 
现在 来 看 第 二 组 图， 如 罗 57 所 示 。 


图 名 
这 两 个 图 外 形 很 相 象 ， 但 是 否 一 定 是 同 构 的 图 呢 ? 我 们 


不 能 只 从 表面 看 问题 ， 还 是 深入 地 分 析 一 下 吧 ! 

这 两 个 图 的 项 点 数 是 相同 的 ， 都 是 8 ， 符 合 判断 条 件 的 
第 一 点 。 但 是 只 赁 这 一 点 还 是 不 够 的 ， 我 们 再 来 看 看 它们 顶 
点 各 的 邻接 关系 是 否 一 一 对 应 。 这 商 个 图 里 各 有 4 个 度数 是 
3 的 顶点 ， 但 是 在 图 57 (@) 盟 顶点 度数 是 3 的 4 个 顶点 w.、 
tuavu 之 间 有 一 个 由 4 条 边 国 成 的 回路 (v4、v6、v，、;、 
9.) 而 在 图 57(6) 里 ,顶点 度数 是 3 的 4 个 顶点 zi us saraa 
之 阅 却 不 存在 由 4 条 边 围 成 的 回路 。 可 见 这 两 个 图 顶点 间 
的 邻接 关系 是 不 一 样 的 ， 不 符合 判断 条 件 的 第 二 点 ， 所 以 我 
们 说 图 57 里 的 两 个 图 不 足 同 构 的 。 

最 后 ， 我 们 看 第 三 组 图 ， 如 图 58 所 示 。 

这 三 个 图 的 顶点 数 都 是 6 。 骨 仔细 观察 一 下 这 几 个 图 ， 
就 会 发 现 它 们 都 有 这 么 一 个 特点 ， 每 个 图 的 6 个 顶点 都 可 以 
分 成 两 组 ， 每 组 3 个 顶点 ， 并 且 每 组 中 的 一 个 项 点 都 和 另 一 
组 中 的 3 个 顶点 各 有 -… 条 边 相关 联 ， 而 和 本 组 中 的 顶点 没有 
边 丰 关联 。 比 如 图 58 (a) 里 的 顶点 可 以 分 成 ， vivoavue 和 
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0) 本 (ey 
国 58 

Vsvui ys 两 组 图 58 (区 型 的 顶点 可 以 分 成 二 ssvsyss 和 
au vvue 两 组 ! 而 图 58 (0) 电 的 琉 点 可 以 分 成 wissws、 
和 ws、wssw。 两 组 。 鳃 两 纪 项 点 间 的 邻 校 关系 完全 符合 上 
面 所 说 的 那些 特点 ， 也 就 是 说 ， 这 三 个 图 顶点 间 的 邻接 关系 
是 相间 的 ， 所 以 ， 它 们 是 辕 构 的 图 ， 实 际 上 它们 都 是 一 种 特 
珠 的 图 一 一 天 , 图 。 关 于 天, 。* 图 我 们 在 后 面 还 要 谈 到 。 

三 个 图 顶点 间 的 对 应 关系 可 以 采取 下 表 所 列 出 的 一 种 方 
式 ， 当 然 ， 这 种 对 应 关系 也 不 是 唯一 的 ， 你 可 以 试 着 再 找 几 
组 不 同 的 搭配 。 


5 oo Ve Ve 
5 的 | Ou 
图 58(c) WwW mp tp UV Ww at 


有 了 同 构 的 禄 念 ， 我 们 就 能 够 更 深刻 地 理解 图 论 里 的 图 
的 本 质 。 图 论 里 的 图 描绘 的 不 是 事物 的 形状 或 大 小 ， 而 是 事 
物 之 间 的 关系 ， 并 且 这 种 关系 又 是 以 图 时 顶点 的 邻接 关系 体 
现 出 来 的 。 两 个 顶点 个 数 以 及 顶点 邻 按 关系 相间 的 图 ， 它 们 
描绘 的 是 同一 种 事物 之 间 的 关系 ， 所 以 我 们 认为 它们 是 相同 
葛 图 ， 即 使 它们 有 不 同 的 外 形 ， 也 无 关 紧 要。 


63" 


练 习 八 
1. 判断 图 59 里 那些 图 是 同 构 的 。 


区 59 


2 判断 图 60 里 各 纽 图 是 否 疝 狗 。 如 果 辐 构 ， 列 出 顶 
点 的 对 应 关系 。 
4 


Ce 


{ey 

图 他 
3。 加 出 所 有 具有 -个 项 点 4 条 边 的 无 环 的 非 同 构 的 无 
4 画 出 所 有 具有 4 个 质点 5 条 边 的 无 环 的 非 辐 构 的 天 
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九 千变万化 的 关系 
一 一 到 所 表示 的 见 种 重要 夫 攻 


无 论 是 在 有 岗 赂 里 ， 还 是 在 无 向 国 里 ， 如 时 两 个 项 点 之 
间 有 一 条 边 ， 就 表示 这 两 个 项 点 之 间 存 夺 某 种 关系 ?。 在 现 
实 世 界 里 存在 的 各 种 关系 ， 嘉 是 五 花 八 门 ， 王 变 万 化 难以 尽 
述 。 例 如 ， 人 之 间 的 朋友 关系 或 亲族 关系 ; 物 之 间 的 循环 转 
化 关系 ! 数 之 疗 的 相等 或 不 相等 关系 ; 等 等 。 然 而 ， 这 些 表 
面 上 着 起 来 各 不 相同 的 具体 关系 ， 孝 不 是 彼此 充 藉 的 一 盟 散 
沙 。 按 照 它 们 的 特点 ， 可 以 把 它们 分 成 若 于 种 类 型 ， 同 一 
型 的 关系 实质 上 是 同一 种 关系 ， 有 共同 的 属性 ， 可 以 用 统一 
的 图 的 模型 来 表示 。 


自 返 关系 
有 这 桩 一 个 冶 题 ， 已 知 小 张 、 小 王 、 个 地 、 小 刘 4 个 入 
的 身高 如 于 表 所 示 。 请 你 作 一 个 图 ， 表 示 出 他 们 之 间 “ 号 高 
相等 ”这 种 关系 。 


l 
姓名 | ”小 张 


. | - 
sk) | 1.60 1.65 | 1.70 


小 王 。”， 小 李 1 “小 刘 


1.70 


这 个 图 怎样 作 呢 ?自然 是 先 画 出 4 个 顶点 ， 分 别 对 应 小 
张 、 小 王 、 小 李 、 小 刘 4 个人。 然后， 再 根据 他 们 之 间 身 高 
56 


是 否 相等 ， 画 出 对 应 的 边 。 如 果 两 个 人 一 禅 高， 就 在 他 们 对 
应 的 顶点 之 间 连 上 一 条 边 ， 如 果 两 个 人 椒 一 样 山 ， 他 们 对 应 
的 顶点 之 问 就 没有 边 。 这 样 ， 就 得 到 了 图 61(a )。 这 个 图 
里 ,只 有 项 点 “小 李 ” 和 “小 刘 ” 之 间 有 一 条 边 , 这 表示 小 李 
和 小 刘 一 样 高 。 那 么 ， 这 
个 图 是 否 完整 了 呢 ? 你 也 个 必 。 小 OO OO 
许 会 回 管 “是 的 。” 而 我 | 小 由 


却 问 说 : “不 ,还 不 行 [ 网 
昵 !。? 这 是 因为 ， 这 4 个 4 “小 人 


人 各 自 都 和 自己 一 样 高， 
而 各 自 “ 坟 高 相等 ”这 种 
关系 还 没有 在 图 上 表示 出 四 外 
来 。 为 了 在 图 上 表示 出 这 种 各 人 和 自己 等 高 的 关系 ， 我 们 在 
4 个 顶点 上 各 夯 一 个 环 ， 于 是 得 到 了 图 61 (5 ) 所 示 的 一 个 
带 环 图 ， 这 个 图 才 是 对 应 原来 同 题 的 一 个 完整 的 园 ， 它 无 得 
汤 地 反映 了 这 4 个 人 “身高 相等 ”的 关系 。 

如 果 一 个 图 的 每 个 顶点 上 都 有 一 个 环 ， 这 就 表示 每 个 顶 
点 和 自己 都 存在 菜 种 关系 ， 那 么 ， 这 个 图 所 表示 的 这 种 关 
系 叫做 * 自 返 关系 "。 例 如 ,图 61(5) 所 表示 的 “身高 机 等” 
这 种 关系 就 是 一 种 自 返 关系 。 

属于 自 返 关系 这 种 类 型 的 关系 还 有 很 多 ， 例 如 若 于 个 人 
之 问 “年 龄 相同 ”的 关系 ， 沙 千 个 数 之 间 “数值 相等 ”的 关 
系 ， 等 等 。 如 果 把 这 些 关系 画 成 图 的 话 ， 它 们 的 共同 特点 就 
是 图 里 每 个 顶点 上 都 有 一 个 环 。 

然而 ， 并 非 所 有 的 关系 都 是 自 返 的 。 如 果 我 把 前 面 的 问 
题 精 作 一 下 改动 ， 已 知 小 张 、 小 王 、 小 地 、 小 刘 4 个 人 的 身 
高 如 表 所 示 ( 同 前 )， 现 在 请 你 画 一 个 对 应 他 们 之 间 “ 身 高 不 
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0) 《6 ) 


相等 ”这 种 关系 的 图， 你 将 怎么 夯 呢 ? 

这 时 ， 图 中 的 边 应 该 这 样 确定 ， 当 两 个 人 六 高 不 相等 的 
了 时 候 ， 就 在 他 们 对 应 的 顶点 之 
间 于 一 条 有 向 边 ， 让 有 沿边 的 

方向 从 身高 的 指向 身 矮 的 〈 当 


“ 、 然 也 可 以 相反 ) ,于 是 行 到 了 一 
小 1 小 刘 个 有 向 图 ， 如 图 62 所 示 。 


国名 在 这 个 图 里 ， 每 个 顶点 上 
都 没有 环 ， 它 表示 每 个 顶点 所 
对 应 的 人 和 自己 都 没有 这 种 “身高 不 相等 ”的 关系 。 这 种 每 
个 顶点 都 没有 环 的 赂 所 表示 的 关系 ， 叫 做 * 非 自 返 关系 ”。 比 
如 象 若干 个 物 之 间 “ 重 量 不 相等 ”若干 个 数 之 间 “数值 不 相 
等 ”这 些 关系 ， 都 属于 非 自 返 关系 。 
还 有 一 类 图 ， 它 们 的 顶点 有 的 有 环 ， 有 的 没有 环 ， 例 如 
图 63 所 示 。 这 样 的 图 所 表 示 
的 关系 ， 既 不 是 自 返 的 ， 也 不 
是 非 自 返 的 。 对 于 这 种 关系 ， 
没有 什么 专门 的 名 称 ， 我 们 就 
串 它 * 不 自 返 和 不 非 自 返 关系 ” 
到 。 现 实生 活 中 确实 也 存在 这 
种 关系 。 例 如 已 知 9 、b、c、 
d 4 个 人 中 ，6 、。 都 会 理发 而、d 不 会 。 其 中 4 不 仅 
能 给 别人 理发 ， 还 能 给 让 已 理发， 但 是 “ 只 能 给 别人 理发 。 
如 果 把 他 们 4 个 人 之 问 能 理发 这 种 关系 作 一 个 图 ， 恰好 就 得 
到 了 图 83。 


一 万 小 学 


图 63 
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对 称 关 系 


一 提起 对 称 ,你 可 能 会 想起 甩 何 学 里 所 学 过 的 “点 对 称 ”。 
“ 线 对 称 ” 等 概念 ， 同 时 可 能 会 联想 到 入 体 的 对 称 ， 图 案 的 
对 称 ， 器 具 的 对 称 ，…… 世 界 上 对 称 的 东西 真是 太 多 了 ， 简 
直 比 比 潍 是 ， 举 不 胜 举 。 然 而 ， 我 这 里 所 要 告诉 你 的 对 称 ， 
却 不 是 指 这 种 种 有 形 的 对 称 ， 而 是 指 一 种 存在 于 事物 个 体 之 
癌 的 、 抽 象 的 对 称 关系 。 这 是 一 种 什么 样 的 关系 呢 ? 让 我 们 
来 看 看 下 面 的 例子 。 

已 知 4、B、C 3 个 城市 中 任意 2 个 城市 之 间 都 有 直通 
长 途 电话 线路 。 试 画 出 表示 这 3 个 城市 之 问 可 以 “直接 通 长 
途 电 话 ” 这 种 关系 的 图 来 。 

我 们 可 以 用 有 向 图 来 画 出 这 种 关系 ， 邵 图 64 所 示 。 图 
里 ,每 2 个 顶点 之 问 都 有 2 条 方向 相反 的 有 向 边 ， 这 表示 任 


图 64 图 65 


意 2 个 城市 ， 例 如 A、B 之 间 ， 既 可 以 从 A 打 长 途 电 话 到 
召 ， 也 可 以 从 召 打 长 途 电 话 到 4。 这 样 一 种 有 向 图 所 表示 的 
关系 ， 就 是 一 种 “对 称 关系 "， 这 种 关系 的 特点 是 ， 如 果 图 里 
有 一 条 有 向 边 ， 例 如 《 4，B》， 就 同时 存在 男 一 条 有 向 边 
《8，A》。 也 就 是 说 ， 在 包含 了 对 称 关系 的 有 疝 图 里 ， 两 个 
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顶点 之 间 ， 可 人 么 没有 边 ， 要 么 ， 如 果 有 边 的 话 ， 就 要 成 对 地 
出 现 (方向 相反 )。 
这 个 问题 我 们 也 可 以 用 无 向 图 来 描述 ， 成 图 65 的 样 
子 。 这 里 ， 一 条 无 向 边 表示 它 所 关联 的 和 商人 城市 是 可 以 互通 
长 途 电 话 的 ， 这 正好 对 应 图 64 里 的 一 对 有 向 边 ， 它 们 都 表 
示 了 两 城市 间 可 以 通 长 途 电话 的 关系 是 对 称 的 。 这 就 说 明 ， 
一 个 包含 对 称 关系 的 有 向 图 是 可 以 简化 成 为 一 个 相应 的 无 向 
的 ， 只 要 把 有 向 图 里 成 对 出 现 的 有 向 边 合并 成 一 条 无 向 边 
就 行 了 ， 而 无 向 图 所 表示 的 关系 ， 总 是 对 称 的 。 

现实 生活 中 存在 的 对 称 关系 真是 多 极 了 ， 比 如 “朋友 关 
系 "”，“ 同 学 关系 "， “同行 关系 ”，“ 辣 类 关系 ?”， 等 等 。 但 是 ， 
也 存在 不 少 不 对 称 的 关系 ， 例 如 “父子 关系 ” 就 是 不 对 称 
的 ， 因 为 两 个 人 之 间 ， 如 果 息 是 乙 的 父亲 ， 那 么 乙 就 不 会 是 
是 的 父亲 。 再 如 数 之 人 的 “大 于 关系 ?， 如 果 两 个 数 4、 召 之 
间 ， 机 4 大 于 By- 那么 8 就 不 会 大 于 4。 这 些 关 系 在 画 成 图 的 
时 候 ， 只 能 画 成 有 向 图 ， 并 且 两 个 顶点 之 间 , 如 果 有 边 的 话 ， 
只 能 是 单身 边 。 例 如 图 66， 就 是 一 个 表示 不 对 称 关 系 的 有 向 
图 。 

不 对 称 的 关系 ， 有 时 也 叫做 “反对 称 关系 ”。 

然而 ， 有 些 有 向 图 里 ， 既 存在 双向 有 向 边 ， 又 存在 单 向 
有 向 边 ， 如 图 67。 那 么 ， 这 种 图 所 表示 的 关系 是 对 称 的 ， 
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还 是 反对 称 的 呢 ? 


这 种 图 所 表示 的 关系 酰 不 是 对 称 的 ， 又 不 是 反对 称 的 ， 
也 没有 专门 的 名称， 我 们 就 叫 它 “不 对 称 和 不 反对 称 ? 到 。 


比较 几 个 人 的 年 龄 ， 发 现 围 比 乙 大 ， 耐 乙 又 比 次 大 ， 避 
么 很 自然 就 可 以 推断 出 ， 甲 一 定 比 丙 年 龄 大 。 这 种 若干 个 人 


之 间 年 龄 大 小 的 关系 ， 就 是 一 种 可 以 
递 关系 "。 如 果 把 这 种 关系 画 成 有 向 图 ， 就 会 发 现 这 种 


传递 的 关系 ， 虽 做 “ 传 
的 


特点 是 ， 如果 有 了 两 条 街 接 的 边 ， 例 如 ( 围 ， 乙 )》，( 乙 ,两 》， 
那么 必然 有 第 三 条 边 * 甲 ， 丙 ?， 如 图 68 所 示 。 


所 谓 传递 关系 ， 也 可 以 这 
样 理解 ， 这 种 关系 可 以 沿 着 一 
条 有 出 通路 在 顶点 间 传 递 。 如 
前 面 所 提 到 的 比较 苹果 重量 的 
问题 ， 在 对 应 的 有 向 图 里 ， 沿 
一 条 有 疝 通路 走 下 去 ， 前 面 的 

但 是 ， 有 向 图 


> 


一 一 < 一 
~ 
一 


图 9 


加 68 
蔓 果 总 是 比 它 后 面 的 苹果 重 。 


所 表示 的 关系 ， 并 不 都 是 可 以 沿 着 一 条 有 


向 通路 传递 的 。 例 如 “父子 ? 
关系 ， 它 嗓 不 是 对 称 的 如 前 
所 述 )， 也 不 是 可 以 传 递 的 。 
我 们 可 以 就 一 家 族 里 的 男性 直 
系 亲属 之 间 的 关系 栈 一 个 有 高 
图 ， 如 图 69。 图 上 的 有 向 边 
从 父亲 指向 儿子 ， 这 样 ， 一 条 
有 疝 边 就 表示 一 个 具体 的 父子 
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关系 ， 但 是 这 种 父子 关系 是 不 能 沿 着 一 条 有 向 通路 从 前 向 后 
传递 的 。 只 能 说 一 条 有 疝 通 路 上 前 面 的 顶点 《对 应 的 人 》 一 
定 是 后 面 的 顶点 〈 对 应 的 人 ) 的 直系 祖先 罢了 。 

当然 ， 如 果 撤 开 图 所 玫 示 的 关系 的 具体 含义 ， 而 只 从 图 
里 不 包含 图 68 的 那 种 三 角形 ， 也 可 以 判断 出 这 个 图 所 表示 
的 关系 是 不 可 以 传递 的 。 

图 69 这 种 类 型 的 有 向 图 ， 有 时 也 叫做 “家 族 树 *”。 关 于 
“ 树 ” 的 概念 ， 我 们 将 在 后 面 再 作 介绍 。 

我 们 知道 ， 一 个 无 向 图 里 ， 总 是 包含 着 一 种 对 称 关系 
的 。 郑 么 ， 这 种 关系 是 藻 可 以 没 着 一 条 通路 传递 下 去 呢 ? 这 
也 是 不 能 一 概 而 论 的 。 例 如 ， 如 果 我 们 已 经 知道 ， 里 、 乙 、 
丙 3 个 人 之 间 ， 甲 、 乙 是 同班 同学， 而 乙 、 丙 也 是 同 班 局 
学 ， 那 么 我 们 可 以 挫 知 ， 甲 、 丙 也 一 定 是 同班 同学 ， 因 此 这 
种 用 无 向 图 表示 的 “同班 同学 ”关系 是 可 以 传递 的 。 对 应 这 
种 传递 关系 的 无 向 图 ， 也 有 类 似 于 对 应 传递 关系 的 有 向 图 的 
特点 ， 这 就 是 如 果 在 图 上 ， 有 了 两 条 衔接 的 边 ， 例 如 (4, 召 )、 
(日 ，C)， 那 么 ， 就 一 定 存在 第 三 条 边 (4，C)。 上 上 例 对 应 
同班 同学 关系 的 无 向 图 如 图 70《 9 ) 所 示 。 


a) 


图 70 
同样 ， 用 无 向 图 表示 的 关系 不 一 定 都 是 可 以 传递 的 。 例 
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如 有 最 友 关系 。 已 知 甲 ， 乙 、 丙 3 个 人 之 间 ， 甲 和 乙 中 遇 友 ， 
甲 和 丙 也 是 朋友 ， 和 你 能 由 此 推出 乙 和 庆 一 定 是 期 友 吗 ? 当然 
这 是 推 不 出 来 的 ， 也 许 乙 和 丙 还 根本 不 认识 呢 ! 内 此 这 种 朋 


之 闻 的 上 、 下 级 关东 。 
(0) 若 于 个 人 之 间 身 高 不 相等 共 系 。 
(qd) 者 于 个 纵 比赛 的 误 处 闫 条 。 


《f) 若干 仿 代 数 式 之 间 的 得 等 关系 。 

《9) 若干 个 二 具 大 人 之 间 的 嵌 套 关系 。 

Ch) 26 个 英文 字母 的 书写 顺序 关系 。 

《1) ， 不同 价格 的 商品 之 阅 价格 的 贵贱 比较 关系 。 

《F ) 沿 周 一 条 铁路 线 的 城市 之 间 的 可 以 到 达 关 系 。 

(4) 短 开 运 动员 到 达 终 点 时 候 前 先后 须 序 关系 〈 没 
有 两 人 同时 到 达 终 点 )。 

《1) 一 班 学 生 按 高 燃 个 儿 排 队 的 顺序 关系 〈 没 有 两 
个 入 同样 高 矮 )。 

2。 给 出 1，2，3，4，5，6 六 个 数 。 请 就 它们 之 间 的 
如 下 关系 作 图 : 

《4 ) ”两 数 想 威 的 差 是 非 负 偶数 。 

(56) ”两 数 相 加 的 和 大 于 或 等 于 2 。 

《6) ”两 数 饥 浅 的 积 不 大 于 15。 
指出 各 加 所 表示 的 是 什么 类 型 的 关系 。 
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3， 说 出 图 71 里 各 图 所 表示 的 关系 : 


a C1) 
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十 富有 生命 力 的 “ 树 ” 
一 “ 笠 ? 的 基本 概念 


树 的 生命 力 吓 多 么 旺盛 ! 无 论 是 在 荒漠 ， 在 盐 焉 地带， 
在 贫 将 的 高 原 ， 还 是 在 崇山峻岭 ， 你 者 会见 到 生机 凑 然 的 
树 ， 在 和 大 自然 的 捕 斗 中 ， 奖 强 地 生长 着 。 树 的 踪迹 几乎 遍 
及 地 球 的 各 个 角落 ， 在 人 类 的 生活 中 ， 它 起 着 十 分 重要 的 作 
用 。 

图 论 黑 ， 也 存在 几 平 无 所 不 在 的 “ 笠 ”， 我 们 先 从 一 个 例 
子 谈 起 。 


一 次 乒乓 球 选拔 次 

要 在 本 校 8 位 乒乓 球 运动 员 中 选 1 位 参加 本 区 乒乓 球 比 
讲 ， 采 取 单 淘汰 的 方法 进行 选拔 ， 问 一共 要 进行 多 少 场 比 
赛 才能 确定 最 后 的 人 人选? 

我 们 采取 作 图 的 方法 来 求 比赛 的 场 数 。 如 图 72， 先 画 
出 8 个 顶点 ， 排 成 一 列 ， 放 在 最 左 侧 ， 表 示 8 位 运动 员 。 然 
后 把 8 个 顶点 每 2 个 分 成 一 组 ， 每 组 的 2 个 顶点 各 引出 一 条 
边 ， 相 交 于 一 点 ， 这 样 的 交点 共有 4 个 ， 它 们 形成 了 图 的 第 
二 列 顶 点 ， 每 个 顶点 表示 第 一 轮 的 一 场 比赛 。 接 着 对 这 4 个 
顶点 再 2 个 一 组 进行 同样 的 处 理 ， 就 得 到 图 的 第 三 列 项 点 ， 
它们 表示 的 是 第 二 轮 的 比赛 ， 共 有 2 场 。 最 后 ， 从 第 三 列 的 
2 个 项 点 再 各 引出 一 条 边 ， 相 交 于 一 点 一 -这 就 形成 了 图 最 
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右 列 的 1 个 顶点 ， 它 表示 的 是 第 三 轮 也 就 是 最 后 一 场 的 比 
赛 。 

在 图 72 里 ， 除 了 谍 左 边 一 列 的 厌 点 外 ， 其 他 的 每 个 项 

点 都 表示 的 是 一 场 比赛 ， 这 样 

的 顶点 共有 7 个 ， 内 此 整个 选 

氢 赛 茧 进行 7 场 比赛 4 能 见 分 


晓 。 
图 72 就 是 一 裸 典型 的 
一 “ 笠 ”。 所 谓 “ 树 ”就 是 这 样 一 


种 图 ， 它 的 任意 两 个 项 点 之 间 
都 太一 条 通路 ， 就 是 说 它 是 连 
[Ee 通 的 图 ， 同时 ， 还 释 求 图 里 没 

有 回路 ， 也 就 是 图 里 任意 渍 个 项 点 之 间 不 能 有 两 条 不 同 的 通 
路 。 观 察 图 72， 确 实 是 符合 这 些 条 件 的 。 
在 树 中 ， 度 数 是 1 的 顶点 叫做 “树叶 ”， 例 如 图 72 中 最 
左边 一 列 的 8 个 顶点 就 是 树 的 8 片 树叶 。 此 外 ， 树 中 度数 不 
是 1 的 项 点 就 叫做 “分 支点 "。 例 如 图 72 里 左 起 第 二 列 到 第 
四 列 的 顶点 就 是 树 的 7 个 分 支点 。 这 样 ， 树 中 的 顶点 是 由 树 
叶 和 分 支点 这 两 部 分 组 成 的 ， 这 两 部 分 顶点 的 具体 含义 往往 
是 不 同 的 。 例 如 图 72 里 ， 树 叶 表 示 的 是 运动 员 ， 而 分 支点 
表示 的 是 一 场 比赛 。 树 中 的 边 有 时 也 叫做 “树枝 ?。 如 果 把 若 


oo——. 


了 
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二 你 不 相连 的 树 放 在 一 块 儿 ， 就 组 成 了 “和 森林 ”， 如 图 73 所 


树 的 家 族 


图 论 里 的 树 ， 如 同 大 自然 里 的 树 一 样 ， 形 形 色色 ， 种 类 
繁多 ， 令 人 目 不 乳 接 。 这 里 有 由 无 向 图 形成 的 “无 向 树 ?， 如 
图 73; 有 由 有 向 图 形成 的 * 有 向 树 ”， 如 图 74。 所 谓 “ 有 向 
树 ”， 就 是 去 掉 边 上 的 方向 后 是 一 标 无 向 树 的 有 向 图 。 

有 向 料 的 边 是 有 方向 
的 ， 因 此 -一 个 顶点 可 能 是 
一 条 有 向 边 的 起 点 ， 也 可 
能 是 一 条 有 向 边 的 终点 。 
一 个 顶点 有 几 条 有 向 边 以 
它 作为 起 点 ， 就 说 它 的 
“出 度 ” 是 几 ， 有 几 条 有 
向 边 以 它 作为 终点 ， 就 说 它 的 “入 度 ” 是 几 。 

在 有 向 树 申 ， 有 -类 特殊 的 树 ， 包 做 “ 根 树 ”， 它 有 一 个 
并 且 只 有 一 个 入 度 是 0 的 顶点 ， 其 余 的 顶点 入 度 部 是 1。 在 
根 树 中 ， 唯 一 的 入 度 是 0 的 顶点 就 叫 “ 树 根 ?， 而 出 度 是 0 的 
顶点 就 是 根 树 的 树叶 ， 出 度 不 是 0 的 顶点 就 是 根 树 的 分 支 
点 。 画 根 树 的 时 候 ， 一 般 把 树 根 曾 在 图 的 最 上 方 或 最 下 方 ， 
其 他 顶点 按照 周一 方向 顺序 排列 。 这 样 ， 根 树 中 每 条 有 向 通 
路 的 方向 都 是 由 树 根 指向 树叶 。 当 根 树 中 每 条 有 向 通路 的 方 
府 都 已 经 确定 了 之 后 ， 我 们 也 可 以 把 根 树 中 每 条 边 的 方向 去 
掉 ， 而 采取 一 种 简化 的 根 树 西法 。 

图 75( sc ) 给 出 的 就 是 一 樟 根 树 ， 而 图 75( 8 ) 是 它 的 简 


叙 ?4 
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八 
{0) ‘hy 


图 5 
化 画 法 。 


有 时 我 们 也 把 一 禄 根 树 叫做 一 析 * 家 族 树 ”。 如 果 家 族 树 


中 从 顶点 到 顶点 5 有 一 条 有 向 边 ， 就 把 顶点 6 叫 
的 “ 几 子 ?， 而 把 项 点 4 叫做 顶点 总 的 “父亲 >。 如 果 


做 项 点 5 
两 个 顶点 


5、5 间 是 一 个 顶点 4 的 儿子 ， 就 把 5 、。 叫做 “兄弟 ?。 如 


果 顶 点 a 到顶 点。 有 一 条 有 向 通路 ， 就 抬 顶点 a 时 


做 顶点 e 


的 “祖先 *"， 而 把 巴 点 e 叫做 顶点 4 的“ 后代 ”。 采 用 这 些 窜 于 
人 情 味 儿 的 名 词 来 描绘 一 标 根 树 ， 不 仅 使 问题 变 得 生动 形 


象 ， 而 县 也 使 问题 的 陈述 更 加 简便 。 


如 果 a 是 一 棵 根 树 中 的 一 个 顶点， 那么 由 和 它 的 后 代 
冲 的 各 顶点、 由 所 有 从 “出 发 的 还 到 树叶 的 通路 上 的 边 所 
形成 的 树 ， 叫 做 “以 顶点 4 作 


个 名 词 的 区 别 。 


为 根 的 子 树 ”。 以 顶点 & 的 一 
个 儿子 作为 根 竟 子 笃 ， 吕 做 
“顶点 的 子 树 ”"。 请 注意 这 两 


如 图 76 ， 厨 线 杠 里 的 图 
就 是 一 棵 以 顶点 作为 概 的 


子 树 ， 而 实 线 框 里 的 


图 是 -- 裸 


顶点 4 的 子 树 ， 它 是 以 顶点 4 


的 一 个 儿子 6 作为 根 的 。 

在 根 树 中 ， 根 据 需要 ， 有 时 要 对 每 个 分 支点 引出 的 边 排 
个 序号 ， 这 种 每 条 边 都 排 有 序号 的 树 叫做 * 有 序 树 "。 在 有 序 
树 中 ， 对 每 个 分 支点 引出 的 边 排序 号 都 要 从 头 排 起 ， 市 不 能 
对 不 同 分 支点 引出 的 边 连续 地 排序 号 。 这 样 ， 判 断 商 哥 有 序 
树 是 否 周 构 ， 除 了 根据 一 般 的 局 构 条 件 以 外 ， 还 要 看 它们 对 
应 边 上 的 序号 是 否 一 致 ， 如 果 不 一 致 ， 也 不 能 算 作 同 构 的 有 
序 树 。 图 77 里 的 3 棵 树 都 是 有 序 树 ， 共 中 (a )、( 2 ) 是 同 
构 前 有 序 树 ， 而 《5》 和 (a )、(c ) 不 是 同 沟 的 有 序 树 。 


Cb) 《2) 


四 


树 的 种 类 真是 举 不 胜 举 。 种 种 不 同 的 树 就 组 成 了 庇 大 的 
树 的 家 族 ， 它 们 在 广 船 的 科学 领域 盟 各 自发 挥 着 生机 拐 近 的 
作用 。 例 如 ,在 物理 学 、 化 学 、 生 物 学 ,计算 机 科学 等 学 科 领 
域 里 ， 都 用 到 了 树 。 


行 遍 一 棵 树 


有 很 多 实际 问题 ， 如 果 我 们 用 一 标 相应 的 树 来 拱 述 它 ， 
就 会 使 半 题 变 得 简单 ， 有 内 还 会 使 问题 变 得 更 加 演 晰 。 

图 78《 9 表示 的 是 一 个 计算 机 上 用 到 的 逻辑 线路 图 。 其 
中 < 、xa、xsw、x4 4 个 顶点 表示 的 是 4 个 输入 端 ， 而 分 别 
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分 @ 标志 着 * 。"、“ 十 
多 人 符号 的 3 个 同形 
由 », ~ 上 有 滩 名 采 、 丈 

] A A 辑 半 加 ® 功能 的 3 个 浇 辑 
dl 站 电路 。 如 果 到 把 这 个 说 


线路 所 表示 
(ay (hy 、 
全 成 如 
轩 可 计算 机 时 去， 应 访 
出 这 个 程序 的 表达 式 呢 ? 


我 们 先 曾 出 一 棵 对 应 这 个 逻辑 线路 的 根 树 。 
树叶 对 应 逻辑 线路 的 输入 ， 分 支点 对 应 逻辑 线路 的 
路 ， 这 样 得 到 图 78( b )。 

现在 我 们 就 根据 这 棵 和 侍 ， 来 写 出 相应 的 程序 表达 式 。 由 
于 表达 式 必 须 包 括 所 有 的 输入 和 逻辑 运算 ， 也 就 是 要 包括 根 
树 上 的 所 有 顶点， 这 样 就 涉及 到 了 “ 行 遍 - 一 棵 树 ”的 问题 。 
所 谓 * 行 遍 一 棵 树 ”， 就 是 按照 菜 种 方法 把 恨 树 中 的 每 个 顶点 
都 访问 一 次 并 且 仅 仅 访 问 一 次 。 
根据 行 遍 一 棵 树 的 时 候 访问 顶点 的 先后 顺序 ， 我 们 可 以 生出 
相应 的 程序 表达 式 。 

我 们 先 给 图 78( bp ) 中 树 的 各 条 边 排 个 顺序 。 由 于 这 标 树 
的 树 根 和 每 个 分 支点 恰好 引出 左 、 右 两 条 边 ， 所 以 我 们 对 它 
每 个 分 支点 引出 的 边 可 以 按 “ 左 ”、“ 右 ”的 吐 序 来 排 。 这 祥 的 
一 棵 树 也 叫做 * 有 新 的 正则 二 元 树 ”。 

在 有 序 正则 二 元 树 中 ， 如 果 以 某 个 分 支点 作 为 根 的 时 
候 ， 那 么 它 左 调 边 关联 的 顶点 跟 它 后 面 所 有 的 顶点 和 边 就 形 


名 关于 
五 章 。 


运算 ， 参 君 中 国 青年 出 版 社 出 版 的 《 懂 一 点 电子 计算 山 》 第 
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或 了 这 个 分 文 点 
而 所 有 的 项 六 
781 里， 把 着 ， 


的 “ 左 溯 树 ”， 淹 它 右 侧 边 关联 的 顶点 跟 它 后 
沈 形 成 了 这 个 分 支点 的 * 右 子 树 ”?。 倍 如 图 
i “BO” 作为 供 的 时 候 ， 顶 点 * +”、x.、%2 
和 它们 之 总 “5 的 左 子 衬 ; 型 项 机 二 
Xs、X4 和 它们 之 闻 反 多 成 了 “CB” 前 有 有 村 树 。 当 把 质点 
*，”” 作为 根 的 时 候 。 部 人 么 它 人 的 不 子 全 足 顶点 和 和 边 《，， 
xx 而 右 子 树 是 项 点 xz 和 边 《 ， ，x:》。 

行 遍 一 棵 有 |; : 则 补 的 方 靶 是 多 种 多 村 的 。 这 里 我 
们 结合 图 78( 5 ) 介 和 . 

一 种 是 “中 这 行 遍 ” 的 方法 。 

采用 这 种 方法 行 遍 一 保 树 的 有 时候， 访 问 各 顶点 的 顺序 
是 ， 先 访问 左 子 树 ， 再 访问 笃 根 ， 最 后 访问 右 子 树 。 

顺 要 说 明 的 是 ， 在 行 遍 -一 染 树 的 过 程 中 ， 所 谓 “ 诗 怨 ? 
是 个 相对 的 概念 。 对 于 每 个 分 支点 来 说 ， 当 访问 到 它 的 时 
候 ， 都 可 以 把 它 看 成 是 一 个 “ 树 根 ?， 赔 时 它 还 有 家 应 的 “ 左 

子 树 ” 和 * 右 工 树 "。 

按照 中 直行 遍 的 方法 访问 图 ?984 5 ) 的 泽 ， 把 树 ,中 各 页 

点 按 访 问 的 先后 聘 序 从 左 到 右 写 出 来 ,就 得 到 下 面 的 表达 式 ， 
Cu Ka) Dxs + x4)o 

这 个 表达 式 就 是 相应 的 程序 表达 式 。 表 达 式 里 的 括号 用 
炉 表 示 近 辑 运算 的 先后 师 序 ， 在 按 中 序 行 沉 法 写 表 达 式 的 时 
候 是 不 能 省 去 的 ， 这 里 左右 两 对 括号 分 别 表示 树 根 “@? 的 
左右 子 树 。 

一 种 是 “前 序 行 遍 ” 的 方法 。 

采用 这 种 方法 行 岂 一 棵 树 的 时 候 , 访问 树 中 各 顶点 的 听 
序 是 ， 先 访问 树 根 ， 再 访问 左 子 树 ， 最 后 访问 右 子 笃 。 

按照 这 种 方法 行 遍 图 78( 5 ) 的 树 , 得 到 的 相应 程序 表达 


?4 


式 如 下 ， 
OD Kixy + xsx4o 

前 面 图 5 给 出 的 就 是 这 个 程 岸 。 

一 种 是 “后 序 行 凯 ” 的 方法 。 

采用 这 种 方法 行 遍 一 棵 树 的 时 候 ， 访 问 树 中 各 顶点 的 颗 
序 是 ， 先 访问 左 子 树 ， 再 访问 右 子 树 ， 最 后 访问 树 根 。 

按照 这 种 方法 行 这 图 78( 5 ) 的 树 , 得 到 的 程序 表达 式 如 
Fs 


NIXs * XsX4 + De 

应 用 前 序 行人 遍 或 后 序 行 遍 的 方法 写 出 的 程序 表达 式 不 用 
再 加 括号 了 。 这 是 因为 针对 这 些 表达 式 ， 事 先 规定 了 一 套 方 
法 ， 使 得 逻辑 运算 的 先后 顺序 可 以 内 表达 式 本 身 确 定 ， 不 会 
发 生 混 活 。 以 前 序 行 遍 表 达 式 作为 例子 。 这 个 表达 式 里 的 过 
辑 运算 顺 祁 是 从 右 到 左 的 ， 也 就 是 先进 行 最 右边 一 个 “+” 
逻辑 运算 ， 参 加 运算 的 量 就 是 符号 “+” 右 侧 最 邻近 的 两 个 
输入 ， 运 算 后 把 已 运算 过 的 量 划 去 ， 把 运算 结果 写生 原来 
4+” 的 位 置 上 ， 然 后 再 进行 “. ”有 逻辑 运算 ， 方 法 同 *+” 
运算 。 最 后 再 进行 “ 细 ”逻辑 运算 ， 并 且 把 最 终结 果 写 在 
“BH” 的 位 置 上 ， 于 是 整个 运算 就 完毕 了 。 

下 面 给 出 一 个 具体 运算 的 例子 。 设 输入 %*，、x2、%，、 
4 的 值 分 别 是 1、0、0、1。 按 前 序 行 遍 表达 式 进 行 运算 的 服 
序 如 下 ， 

第 一 步 《“+? 运算 , 全 10+01， 

第 -- 步 运算 结果 四 101815 

第 二 步 “. ”运算 ; 全，10181， 

第 二 步 运算 结果 ， 0 1&810 1 

第 三 步 “9” 运算 ，@O La LA 1， 
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第 三 步 运算 结果 :18414818t。 
在 这 个 例子 里 ， 对 表达 式 里 的 4 个 输入 进行 从 右 到 左 的 
未 辑 运 算 司 ， 得 到 的 最 后 结果 是 1。 在 上 面 的 每 一 步 运 算 
中 ， 腐 下 刘 横 道 的 二 进 制 数码 ， 表 示 的 是 正 症 参 加 运算 的 
量 ， 被 划 寺 斜 道 的 二 进 制 数码 ， 表 示 的 是 已 经 参加 过 运算 而 
被 消去 的 量 。 
一 棵 根 树 ， 如 果 每 个 分 支点 至 多 引出 2 条 有 向 边 ， 记 有 
的 项 点 还 引出 1 条 有 向 边 ， 这 样 的 根 希 也 可 以 虽 做 “二 元 
树 ”， 是 一 般 的 二 元 树 ， 对 于 这 样 的 二 元 树 ， 也 可 以 技 “ 左 ”、 
“ 右 ” 的 方式 给 它 每 个 分 支点 引出 的 边 排序 。 当 某 个 分 支点 
只 引出 1 条 边 的 时 候 ， 我 们 根据 这 条 边 是 画 在 分 支点 的 左 便 
还 是 右 则 ， 来 确定 它 的 序号 。 采 用 这 种 方式 对 二 元 树 排序 
后 ， 也 同样 可 以 用 “中 序 行 着?"、“ 前 序 行 注 ”"、“ 后 序 行 钵 ”的 
方法 来 行 遍 二 元 树 。 
练 习 十 
1， 画 出 具有 3 个 顶点 的 非 同 构 的 无 向 树 、 有 向 树 、 有 
序 树 。 
2， 画 出 具有 5 个 项 点 的 非 同 构 的 无 向 树 。 
43， 画 出 具有 了 个 顶点 的 非 同 构 的 无 向 树 。 
4， 在 一 次 单 淘汰 的 单打 羽毛 球 比赛 中， 有 16 名 选 可 
参加 。 间 比赛 多 少 场 才能 决 出 冠军 ? 
5. 在 下 而 图 79 的 树 中 ， 找 出 ， 
C0) 顶点 ws 的 父亲 # 
(58)》 顶 点 如 的 儿子 
Ce) 顶点 v4 的 一 个 非 父 闲 的 祖先 ， 
(Cd ) 顶点 v4 的 一 个 非 几 也 的 后 代 》 


世 
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Ce ) 以 顶点 o4 作 为 树 根 的 子 树 
(了)》 顶 点 v4 的 子 树 。 
56. 给 图 79 的 各 条 边 排序 。 
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图 79 
7.。 对 于 图 80 里 的 根 树 ， 分 别 写 出 用 下 列 方法 访问 项 
点 的 先后 顺 库 。 


《a ) 前 序 行 遍 的 方法 
(68) 中 序 行 遍 的 方法 3 
《2 ) 后 序 行 遍 的 方法 。 
8 对 于 图 81 里 的 一 标 二 元 树 ， 分 别 写 出 用 下 列 方法 
访问 项 点 的 先后 顺序 。 
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《a ) 前 序 行 遍 的 方法 
《5 》 中 序 行 记 的 方法 
(ec ) 后 序 行 迄 的 方法 。 
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十 一 ， 千 次 百 态 的 “ 树 ” 
一 一 “ 衬 " 的 应 而 


我 们 再 介绍 几 种 在 实际 问题 中 经 常用 到 的 树 的 类 型 ， 并 
且 给 出 求 这些 树 的 一 般 方法 ， 就 是 算法 。 


最 优 二 元 树 


有 这 样 一 个 问题 ， 有 4 张 表 ， 每 张 表 分 别 排列 有 100、 
200、300、400 个 数 。 现 在 要 把 这 4 张 表 合 并 成 1 张 。 合 并 
的 过 程 是 这 样 的 ， 要 求 每 次 只 能 合并 2 张 表 ， 每 合并 一 次 ， 
就 把 被 合并 的 2 张 表 上 的 所 有 数字 都 重新 抄写 到 一 张 新 的 表 

上。 问 ， 怎 样 进 行 合并 ， 才 能 使 得 在 整个 过 程 中 ， 折 要 抄写 
的 数 的 总 量 最 少 ? 

解决 这 个 问题 ， 我 们 要 用 到 “最 优 二 元 树 ”的 方法 。 

所 谓 * 二 元 树 ”, 前 面 说 过 ,就 是 每 个 分 支点 最 多 引出 2 条 
有 向 边 的 根 料 。 至 于 什么 是 最 优 二 元 树 ， 我 们 先 介绍 一 些 有 
类 的 概念 。 

如 果 一 可 根 树 的 每 片 树叶 wv,(1 攻 ? 志 +) 都 对 应 一 个 
实数 w:， 那 我 们 就 把 这 些 实数 友 做 “树叶 的 权 ?， 而 这 样 的 
一 棵 根 树 就 对 做“ 带 权 树 ”， 我 们 用 符号 了 表示 。 将 每 片 树 叶 
的 权 鞭 上 这 片 树 叶 和 树 根 之 辣 的 通路 长 度 ， 然 后 再 把 得 到 的 
各 个 猴 积 相 加 ， 则 把 这 个 和 数 叫做 “ 整 哥 带 权 树 的 权 ”， 用 
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忆 ( 了 来 表示 ， 就 是 ; 
wT)= wiv), 


式 子 里 上 是 带 权 树 了 的 树叶 片 数 , wii(1 返工 委 t) 是 第 了 片 
树叶 v, 的 权 ， 而 1(v;) 表 示 第 i 片 树叶 和 树 根 之 间 的 通路 长 
度 ， 符 号 马 是 连 加 号 ， 它 表示 有 + 个 乘积 项 w,i(v,) 相 加 。 
和 如果 给 定 一 组 实数 外:，w:，… ;由 ;让 你 道 出 一 棵 笃 叶 
的 权 分 刚 是 由 1，ws，…,z, 的 二 元 树 ， 并 且 求 出 整 棵 二 区 树 
的 权 来 ， 那 么 ， 由 于 具体 画 法 的 不 同 ， 往 往 可 以 得 到 不 辣 的 
二 元 树 ， 也 就 得 到 不 辣 的 整 棵 二 元 树 的 权 。 例 如 图 82( a )、 
图 82( 5) 都 是 有 4 片 树叶 并 且 每 片 树叶 和 的 权 分 别 是 100、 
200、300、400 的 二 元 树 。 尽 管 它们 树叶 的 权 相 同 ， 但 是 它 
们 两 棵 树 的 权 却 不 相同 ， 图 82(o ) 的 权 是 1900， 图 82(5) 
的 权 是 2000， 因 此 它们 是 两 棵 不 涪 的 二 元 树 。 它 们 正好 可 
以 用 来 作为 前 面 那个 把 4 张 表 合并 成 1 张 表 的 问题 的 解 ， 每 
棵 树 对 应 着 一 种 合并 方法 ， 而 树 的 权 就 是 在 合并 表 的 过 程 中 
所 抄 数字 的 总 黄 ， 显 然 前 一 种 合并 方法 要 比 后 一 种 优越 。 
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那么 图 82( a ) 所 提供 的 方法 是 不 是 最 优 的 昵 ? 这 就 要 探讨 
最 优 二 元 树 的 问题 。 
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在 树叶 具有 相向 的 权 ww,，w2，-…， 忆 ,的 二 元 树 中 ， 我 
们 把 料 的 权 最 小 的 二 元 树 叫 做 “最 优 二 元 树 ”。 

怎样 求 一 重 最 优 二 元 树 昵 ? 下 面 给 出 一 个 求 最 优 二 学 树 
的 算法 步骤 。 

已 知 糙 叶 的 极 分 别 是 包 :，w2y… yws( +t se2 7， 并 且 有 
WI EW EW 

第 一 步 ， 从 对 应 最 小 权 ww,、ws 的 两 片 树叶 上 从 引出 一 
条 边 ， 相 交 于 一 点 ， 这 点 就 成 为 二 元 树 的 第 一 个 分 支点， 令 
它 的 权 是 mi+ ws。 

第 二 步 ， 在 四 十 us，usa，…* 贡 :中 再 找 出 两 个 数值 最 
小 的 ， 从 它们 对 应 的 顶点 再 引出 边 ， 相 交 得 到 第 二 个 分 支 
点 ， 并 且 把 两 个 顶点 的 权 相 加 ， 作 为 第 二 个 分 支点 的 反 。 


s x 
FA 
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以 后 继续 重复 第 二 步 ， 直 到 形成 一 棵 二 元 树 为 目 。 

这 样 得 到 的 一 棵 二 元 树 ， 就 是 树叶 带 权 wyzoz，…，u， 
的 最 优 二 元 树 。 图 82( a ) 里 的 树 ， 正 是 按照 这 种 方法 形成 
的 ， 因 此 它 是 具有 权 100、200、300，400 的 最 优 二 元 树 ， 
按照 它 所 提供 的 方法 合并 4 张 表 ， 就 可 以 使 得 所 抄 数字 的 总 
基 最 少 。 

图 83《@ ) 给 出 了 另 一 棵 树叶 带 权 2 、3、5、7 、8、 
9 的 最 优 二 元 树 、 图 83( a ) 到 图 83(e ) 表 示 了 它 的 形成 过 
程 一 一 每 一 步 都 是 严格 地 按照 算法 步骤 进行 的 。 这 棵 树 的 权 
是 ， 

u(T)=(2+3)x4+5x3+(7+8+9)x2=83。 

求 最 优 二 元 类 的 算法 是 一 种 确定 性 的 算法 ， 就 是 说 用 它 
求 得 的 解答 移 实 是 最 优 的 甫 答 。 

最 小 支撑 树 

我 们 现在 再 来 谈 谈 另 一 种 重要 的 树 
先 夏 下 面 的 例题 。 

图 84 表示 的 是 一 个 6 个 城市 间 高 速 公路 的 设计 草 图 ， 
图 上 的 这 表示 6 个 城市 间 所 有 
可 能 修建 的 公路 ， 边 上 的 数字 
表示 每 条 公路 的 造价 (单位 :万 
元 )。 怎 样 选择 设计 方案 才 
角 使 得 任意 两 城市 间 都 有 公路 
可 通 ， 并 县 所 建造 的 高 束 公 路 
网 总 造价 最 小 ? 

我 们 采用 这 样 一 个 方法 来 
求 造 优 最 小 的 公路 网 : 


“最 小 支撑 树 ”。 
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第 一 步 ， 先 选取 图 上 造价 最 小 的 一 条 边 ， 就 是 〈o， 昌 
边 ， 作 为 所 求 公路 网 里 的 第 一 条 边 。 

第 二 步 ， 然 后 ,在 独 下 的 边 中 , 骨 选 一条 造价 说 小 的 边 ， 
就 是 (a ，d ) 边 ， 它 和 Ca ，5 ) 边 之 间 不 形成 回路 ， 所 以 可 
以 把 它 加 入 到 所 求 的 最 小 进 价 公路 网 里 ,作为 它 的 第 二 条 边 。 

重复 以 上 步骤 , 师 序 地 选取 所 晋 图 上 造价 最 小 的 边 ,只 要 
这 条 边 和 已 经 选 定 的 公路 网 里 的 边 之 疗 不 形成 加 路， 就 把 这 
条 边 选 进 公路 网 ,如 果 它 和 已 经 选 定 的 边 形成 回路 , 那 就 省 去 
这 条 边 ,而 选 下 一 条 。 例 如 图 84 里 ， 包 经 选 定 了 边 ( 4 ， 6 )、 
《ay，d)、(8，5) 以 后 ， 再 选 (ce，dq ) 边 就 不 行 了 ， 
因为 它 和 前 面 3 条 边 形成 回路 ,因此 把 它 舍 去 ， 亨 选 下 一 条 
边 (d，e )。 出 于 〈d，e ) 和 前 3 条 边 不 形成 回路 ， 所 以 
可 以 选 入 。 

对 于 有 "个 顶点 的 连通 图 ， 只 要 选取 wn 一 1 条 边 就 可 以 。 
这 个 例子 里 的 图 有 6 个 顶点 ， 所 以 只 要 选取 5 条 边 就 可 以 。 
图 85 所 表示 的 就 是 一 条 满足 要 求 的 总 造价 最 小 的 公路 网 ， 
它 的 总 造价 是 180 万 元 。 

按照 上 面 的 方法 遇 出 的 
图 ， 它 的 特点 是 ， 没有 回路 ， 
但 是 任意 两 个 顶点 之 闻 都 有 路 
可 通 ， 就 是 说 它 是 连通 的 ， 因 
此 它 是 一 棵 树 。 此 外 ， 这 哥 树 

图 上 不 仅 包含 了 原 图 的 所 有 顶点 ， 
并 且 还 是 各 过 上 数字 总和 最 小 的 。 这 样 的 图 ， 我 们 把 它 叫做 
不 图 的 一 村 “最 小 支撑 树 ”。 

求 一 个 图 的 最 小 支撑 树 问题 ， 在 实际 工作 中 经 常会 遇 

到 ， 因 此 ， 上 宙 所 介绍 的 算法 也 是 经 常用 到 的 。 这 种 算法 也 
89 


是 一 种 确定 竹 的 筑 法 ， 就 是 说 用 它 求 得 的 解答 确实 是 最 符合 
要 求 的 解答 

最 后 需要 涪 明 的 是 3 是 ， 只 有 对 于 一 个 连通 的 图 ， 才 痰 得 上 
求 玻 小 支撑 树 的 问题 ， 因 为 不 连通 的 图 里 是 根本 不 存在 树 
的 ， 当 然 就 更 谈 不 下 最 小 支撑 树 了 。 


概 率 树 

一 些 概率 问题 ， 有 时 也 可 以 用 树 来 求解 ， 
虽 做 概率 社 ”。 

举 一 个 例子 来 说 明 概率 树 的 应 用 。 

若干 个 红 球 和 黑 球 ， 分 别 放 在 3 只 相同 的 袋子 碍 。 已 知 
一 只 袋子 里 有 3 个 红 球 5 个 黑 球 ， 另 一 袋子 里 方 6 个 红 球 2 
个 黑 球 ， 余 下 的 一 只 袋子 里 有 红 款 和 黑 球 各 4 个。 随意 选 其 
中 一 只 袋子 ， 从 并 子 里 取出 一 个 球 ， 癌 取出 的 球 是 红色 或 黑 
色 的 概率 各 是 多 少 ? 

我 们 画 一 棵 相应 的 树 来 解答 这 个 问题 。 

先 国 出 一 个 项 点， 作为 树 根 ， 从 它 引 出 3 条 边 ， 每 条 边 
标 上 数值 1/3， 表 示 每 只 袋子 被 选中 的 概率 各 是 1/3。 这 3? 
条 边关 联 的 另外 3 个 顶点 是 分 支点 I， 下 ， 夏 ， 各 对 应 一 只 
独子 。 然 后 从 这 3 个 分 支点 再 名 引出 2 条 边 ， 等 条 边 分 别 标 
士 从 对 应 钱 子 里 取出 红 球 或 黑 球 的 概率 值 。 这 6 条 边关 联 的 
另外 6 个 点 是 树叶 ， 各 树 对 分 别 标 上 符号 “R” 或 “B”， 表 
示 取 出 的 妹 是 红色 的 或 黑色 的 。 这 祥 就 得 到 了 一 裸 概率 树 ， 
如 图 86 所 示 。 

由 于 在 随意 的 取 球 中 ， 取 出 红 球 或 黑 球 的 总 概率 是 从 各 
餐 里 取出 红 球 的 概率 或 取出 黑 球 的 概率 的 和 ， 因 此 ， 相 应 守 
概率 树 来 说 ， 就 是 要 分 别 求 出 从 树 根 到 各 个 标志 “R” 或 
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站 汇 这 种 全 


“B” 的 树叶 的 概率 一 一 这 等 
于 把 相应 的 通路 工 各 条 边 的 概 
率 数 值 相 彝 ， 然 后 骨 求 它们 的 
和 。 由 图 86 可 知 ， 取 出 红 球 


1 x( 3 3_ .1 ) 
3 8 4 2 
图 86 3 
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而 取出 黑 球 的 概率 ， 
1 5 11 
二 (全 + 4 te )- 24° 
当然 ， 取 出 黑 球 的 概率 也 可 以 用 1 减 去 取出 红 球 的 概率 
求 得 。 


练习 十 一 
1。 画 出 树叶 的 权 分 别 是 3、5 、7 、9 、10 的 最 优 
二 元 树 ， 求 树 的 权 ww( 了 )。 
2. 而 出 树叶 的 权 分 别 是 2、4、6 、8、10,12,14、 
16 移 最 优 二 元 树 了 ， 求 此 和 树 丁 的 权 w(T)。 拇 画 一 裸 树叶 的 
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反 分 别 同上 的 非 最 优 的 二 元 树 了 7?， 求 出 了 的 权 (7)。 

3。 求 图 87 里 的 一 棵 最 小 支撑 树 。 

4. 求 图 88 里 的 一 棵 最 
小 支撑 树 。 

“6。 某 学 科 包 括 祥 

和 理论 课 。 已 知 六 
会 连续 进行 ， 而 每 次 理论 课 之 
后 ， 可 能 是 实验 课 或 仍然 是 埋 
论 课 。 求 经 过 4 次 课 以 后 ， 是 
少 。 


十 二 ”印刷 电 路 板 布线 问题 


一 平面 办 


在 无 线 电 爱好 者 中 ， 可 能 有 有 些 人 做 过 印刷 电路 板 线路 的 
设计 和 制造 ,在 印记 电路 板 设计 过 程 中 ,经 常 遇 到 的 问题 是 。 
怎样 才能 使 印 在 同一 层 板 上 的 线路 不 会 发 生 短路 现象 ? 

这 些 线 能 布 在 同一 层 板 上 吗 ? 

为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 先 来 看 看 图 89 里 的 几 个 图 。 这 

几 个 图 表示 的 都 是 实际 线路 ， 图 的 顶点 表示 元 件 ， 边 表示 元 


件 图 的 连 线 。 现 在 要 间 ， 这 几 种 线路 是 否 都 能 布 在 同一 祖 印 
刷 电 路 板 上 ? 我 们 分 别 讨 论 如 下 ， 


a 一 


Cy 


图 89 


图 89( 6 ) 的 线路 显然 可 以 布 在 同一 层 印刷 电路 板 上 ， 因 
为 图 上 各 边 只 在 顶点 处 相交 ， 而 各 边 被 此 不 相交 ， 因 此 不 会 
发 生 短路 现象 。 再 看 图 89( 8 )， 这 个 图 表面 看 起 来 ， 边 除 
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了 在 顶点 处 相交 外 ， 征 此 还 相交 ， 如 边 (e，c ) 和 (da)、 
《d，6)， 边 (4 ，c ) 和 (d，65)， 都 在 顶点 之 外 有 交点 。 
但 是 ， 在 具体 布线 的 时 候 ， 只 要 把 边 (d ,4a )、( d ,6 ) 的 位 
置 稍 加 改动 ， 把 它们 移 到 外 面 来 ， 这 样 ， 图 上 就 没有 边 在 项 
点 之 外 相交 了 ， 币 元 件 交 的 连 
接 关 系 并 没有 改变 ， 如 图 80 所 
示 。 因 此 ， 经 这 样 改动 后 的 
线路 仍然 可 以 布 在 同一 度 印 刷 
电路 板 上 ， 而 不 会 发 生 短路 现 
象 。 图 90 里 的 虚线 表示 原来 
连 线 所 在 的 位 置 ， 它 已 被 同一 
对 顶点 间 的 实 线 所 代替 。 四 

最 后 再 看 图 89( c )。 这 个 图 的 边 任 你 怎样 改动 位 置 ， 
也 不 可 能 使 图 上 所 有 的 边 都 只 相交 于 项 点。 例如 (a ，d )、 
(b，e)、《(c，f) 这 3 条 边 ， 在 图 上 相交 于 非 项 点 的 一 
点 。 现 在 ， 无 论 怎样 移动 这 几 条 边 ， 总 有 两 条 边 在 顶点 之 外 
相交 ， 如 图 91 所 示 。 所 以 ， 图 89( 6 ) 所 对 应 的 线路 是 不 能 
布 在 一 度 印 刷 电路 板 上 的 ， 否 则 就 会 短路 。 


从 上 面 的 便 子 我 们 可 以 看 出 ， 周 是 画 在 平面 上 的 图 ， 有 
的 可 以 画 成 边 在 顶点 之 外 不 福 交 的 ， 有 的 就 没 法 画 成 。 根 据 
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这 一 个 特点 ， 我 们 引入 一 个 新 的 概念 : “平面 图 "。 所 谓 “ 平 
面 图 ”, 就 是 可 以 画 成 在 顶点 之 外 没有 交点 的 图 。 例 如 图 89(e)》 
和 图 89( 6 )。 如 果 图 上 的 边 无 论 怎样 移动 总 在 顶点 之 外 有 
交点 ， 那 么 这 样 的 网 叫做 “ 非 平面 图 "， 例 如 图 89( 6 )。 

在 平面 图 中 ， 有 这 样 一 类 图 叫做 “ 极 大 平面 图 ?， 它 的 特 
点 是 在 它 任意 两 个 不 相 邻 的 项 点 之 疗 加 上 一 条 边 后 ， 得 到 
的 图 就 不 再 是 平面 图 ， 币 是 非 平面 图 了 。 例 如 图 92(a ), 它 
只 有 顶点 6、e 不 相 邻 ， 如 果 加 上 边 ( 5 ,e ), 它 就 变 成 一 个 
非 平面 图 了 ， 如 图 92( 5 )) 所 示 。 所 以 图 89《 5 ) 就 是 一 个 极 
大 平面 图 。 


(Cb) a) 
图 92 
在 非 平面 图 中 ， 右 这 样 一 类 图 叫做 “ 极 小 非 平面 图 ”， 它 
的 特点 是 ， 在 图 上 去 掉 任 一 条 非 环 又 非 平行 边 的 边 之 后 ， 得 
到 的 图 就 变 成 平面 图 了 。 例 如 图 93( 6 ), 去 掉 它 的 任 一 条 边 
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例如 去 掉 边 《4 ，d》 之后， 得 到 的 就 是 一 个 平 而 图， 如 
图 93( 48 ) 所 未 。 


欧 勒 公式 
接 下 来 的 问题 自然 是 ， 怎样 判断 一 个 图 是 不 是 平面 图 ? 
网 勤 在 这 时 又 给 了 我 们 一 个 现成 的 结论 。 他 发 现 了 平面 
一 个 性 质 ， 对 于 任何 连通 的 半 面 评 ， 有 
vetr=2。 
这 明了、e 、r 分 别 表 示 辕 的 顶点 数 、 边 数 和 区 域 数 。 这 个 
公式 就 叫做 平 而 图“ 欧 勒 公式 ”。 

所 谓 平 而 图 的 区 成 就 是 平面 图 的 一 块 。 它 包括 平 硬 上 面 
积 有 限 的 区 域 ,叫做 “有 限 区 域 ", 还 包括 平 耐 图 边 界 之 外 的 一 
块 面积 无 限 的 区 域 ,叫做 “无 限 区 域 "例如 ,在 图 94(a ) 的 平 
面 图 ， 有 4 块 有 限 区 域 和 1 块 无 限 区 域 ， 分别 如 图 94( 5) 
和 图 94( 6 ) 的 阴影 线 所 表示 的 ， 所 以 图 94( a ) 总 的 区 域 数 


7 俩 


人 Cb) 


图 有 


图 9 
从 图 94 可 以 验证 欧 勒 公式 ， 这 里 v=8, e=11, r=5, 
8—11+5=2,。 
根据 欧 勒 公式 ,我 们 可 以 进一步 推导 出 下 面 这 个 结果 :对 
于 一 个 简单 的 连通 的 平面 图 米 说 ,如 果 它 的 每 个 区 域 至 少 由 
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条 边 围 成 (8>> 3) ,那么 它 的 顶点 数 和 边 数 之 间 有 如 下 的 关系 ， 


如 < 2)。 


我 们 也 可 以 从 图 94 验证 这 一 不 等 式 ， 这 里 = 3 ， 
hes C0-2)= 3 (8-2)=18， 
而 
e=11<18。 
以 上 这 些 公式 我 们 都 不 进行 具体 推导 了 。 
欧 勒 公式 和 推导 出 来 的 不 等 式 给 出 的 都 是 连通 的 平面 图 
所 其 有 的 性 质 ， 志 就 是 判断 一 个 连通 的 图 是 不 是 平面 图 的 
“必要 条 件 *。 如 果 一 个 图 是 连通 的 平面 图 ， 那 么 它 必然 具备 
这 些 性 质 ， 到 过 来 ， 如 果 一 个 图 不 具备 这 些 性 质 ， 那 么 它 必 
然 不 是 一 个 连通 的 平面 图 。 可 是 另 一 方面 ， 如 果 一 个 图 具备 
这 些 性 质 ， 我 们 也 并 不 能 就 得 出 这 个 图 一 定 是 平面 图 。 例 
如 ， 对 于 图 95， 它 的 边 数 和 顶点 数 分 别 
是 14 和 8， 这 里 角 = 3， 有， 


k -=-_3 (8_2)= 
E(u) = (8-2)=18, 


而 
e =14<18, 

就 是 说 ， 这 个 图 是 可 以 使 不 等 式 成 立 
轩 95 的 ， 但 它 是 个 非 平 面 
人 们 往往 应 用 欧 勒 公式 和 推导 出 的 不 等 式 来 关 断 非 平面 
图 的 情况 。 例 如 ， 对 于 图 96( a ) 和 图 986(5)， 你 能 判断 出 

它们 是 平面 图 还 是 非 平面 图 吗 ? 
假设 这 两 个 图 都 是 平面 图 。 我 们 先 看 图 96( 4 ),， 它 的 


a8 


ay Cb) 


的 96 
顶点 数 和 边 数 分 别 是 5 和 10。 由 于 图 里 存在 三 角形 , 所 以 我 
们 取 衣 = 3 。 根 据 前 面 的 不 等 式 ， 有 


2 a (5 一 2)》= 9， 
而 
e =10>9, 

可 知 不 能 满足 这 个 不 等 式 的 这 求 ， 因 此 这 个 图 不 可 能 是 一 个 
平面 图 。 实 际 上 它 是 一 个 有 5 个 顶点 的 完全 图 尺 s， 而 项 点 
个 数 大 于 或 等 于 5 的 完全 图 都 是 非 平面 图 。 

现在 再 看 图 96( 5 )， 由 于 图 时 不 存在 二 角形， 就 是 任 
意 三 个 顶点 之 间 都 不 存 丰 回路 ， 因 此， 如 果园 里 存 让 有 限 区 
域 的 话 ， 那 么 ， 这 个 区 域 至 少 由 4 条 迅 转 成 ， 所 以 我 们 取 
= 4。 而 图 本 身 的 顶点 数 和 边 数 分 别 是 6 和 9。 把 志和 
的 值 代入 不 等 式 右边 ， 有 


k -4 _2)= 
E02) = (6-2)=8, 


而 
2 =9>8, 


显然 也 不 能 满足 前 面 不 等 式 的 要 求 ， 因 此 ， 这 个 图 也 是 非 平 
名 9 


面 图 。 实 际 .上 它 是 一 个 乒 *。 图。 


库 拉 托 夫 斯 基 定 理 

欧 勒 公式 和 推导 出 的 不 等 式 虽然 可 以 用 来 否定 一 些 图 是 
平面 图 ， 但 是 它 对 于 肯定 一 个 图 是 半 面 图 却 是 无 能 为 力 的 。 
直到 波兰 现代 数学 家 库 拉 托 犬 斯 基 (1896-) 的 著名 论文 
发 表 之 前 ， 判 断 平面 图 的 充 要 条 件 一 直 是 个 悬而未决 的 回 
题 。1930 年 ， 库 拉 托 夫 斯 基 就 这 个 问题 提出 了 一 个 很 户 要 的 
定理 ， 这 就 是 ， 一 个 图 是 平面 图 ， 当 且 仅 当 它 不 包含 Ks 或 
下 ,这 两 种 图 形 ， 长 ,和 长 。, :如 图 96(a) 和 图 96(b) 所 示 。 
这 就 叫 * 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 ?"。 这 里 给 出 的 是 这 个 定理 战 简单 
的 一 种 叙述 方式 。 

举 两 个 例 也 来 说 明 怎样 应 用 这 个 定理 判断 半 面 图 和 非 平 
面 图 。 先 看 图 97。 图 97(0 ) 包 含 了 一 个 尺 s 图 ， 而 图 97(5) 
包含 了 一 个 下 ，, ,图 ， 所 以 根据 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 ， 这 两 个 
图 都 是 非 平面 图 。 


ay Cb) 
图 97 
再 来 看 看 图 98( 4 )。 这 个 图 联 不 含有 天 s， 又 不 包含 
下 ,, sy， 所 以 根据 库 拉 托 夫 斯 基 定理 ， 它 必然 是 平 面 图 。 别 
看 它 好 象 很 复杂 ， 而 且 和 天 。 ,又 很 相 象 ， 其 实 ， 我 们 只 机 
把 它 的 边 的 位 置 稍 加 改动 ， 同 时 并 不 改变 图 时 各 顶点 原来 的 
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邻接 关系 ， 如 图 98( 5 ) 所 示 ， 这 样 就 得 到 了 一 全 没有 油 相 
交 在 顶点 之 外 的 平面 图 了 。 


练习 十 二 
+， 判断 图 99( 4 )、 图 99( 8 ) 是 不 是 平面 图 。 


四 99 
2、 讨论 图 100 的 平面 性 ， 它 是 一 个 极 大 平面 图 吗 ? 


医 100 


8. 判断 图 101( 4 )、( 5 ) 两 图 的 平面 性 。 
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可 


面 图 。 
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画 出 所 丰 具有 6 个 顶点 的 非 同 构 的 连通 的 简单 非 平 


图 101 


十 三 著名 的 “四 色 猜 想 ? 难 题 
一 平面 区 的 着 色 


在 图 论 中 ， 著 名 的 难题 之 一 是 “四 色 猜 想 ” 问 题 。 自 从 
1852 年 英国 人 古 斯 里 (F.Gnuthrie) 提出 这 个 问题 以 来 ， 在 
一 个 多 世纪 的 漫长 岁月 里 ， 许 多 数学 家 为 证 明 它 绞 尽 了 脑 
汁 ， 然 而 都 没有 取得 成 功 。 直 到 1976 年 , 几 位 科学 家 在 高 束 
电子 计算 机 上 花 了 近 1200 小 时 才 把 它 证 明 出 来 ， 使 得 这 个 
存在 了 一 至多 年 的 “狂想 ”成 为 一 个 定理 。 

“四 色 猪 想 ” 是 怎么 一 个 问题 呢 ?9 它 是 说 ， 在 一 个 平面 
或 球面 上 的 任何 地 图 都 能 够 最 多 用 四 种 颜色 着 色 ， 使 得 没有 
两 个 相 邻 的 国家 或 地 区 有 相同 的 颜色 。 

为 了 说 明 这 个 问题 是 怎样 解决 的 ， 我 们 先 介绍 一 些 有 关 
的 知识 。 

图 的 着 色 

所 谓 图 的 一 个 “着 色 ”， 是 指 对 图 的 每 个 顶点 指定 一 种 颜 
色 ， 使 得 没有 邻接 的 项 点 着 网 一 种 颜色 。 图 的 一 个 “nm- 着 色 ” 
是 对 图 用 了 种 颜色 的 一 个 着 色 。 使 得 图 有 一 个 -着 色 的 
最 小 数 且 # ， 叫 做 图 的 “ 色 数 ”， 一 般 用 项 脂 字 母 x 表示 。 如 
果 图 的 色 数 X 是:， 就 把 这 个 图 说 成 是 “# 色 ? 的 。 注 党 

“nz- 着 色 ” 和 “《“# 色 ” 并 不 是 同一 个 概念 。 
图 102 给 出 了 同一 个 图 的 3 种 不 同 的 着 色 。 图 102(c)、 
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《68)、( < ) 着 的 颜色 分 别 是 2、3 、4 种 ， 图 上 下 点 所 标的 
不 同 数 字 表 示 不 同 的 颜色 。 但 是 这 个 图 的 色 数 X 是 2， 因 为 
色 数 挤 的 是 着 色 的 最 小 数 日 。 


1 3 >- 2 
2 1 2 1 2 3 
2 3 2 3 4 
aa) (8) ‘0 
苹 102 


对 于 有 些 特殊 类 型 的 图 ， 色 数 是 很 容易 确定 的 。 例 如 ， 
对 于 完 舍 图 上 不 ,，X( 太 ,) =n。 对 于 树 耳 ， 有 X(T)=2, 而 对 
于 仅 由 孤立 点 组 成 的 “等 图 ”来 说 ， 它 的 色 数 是 1 。 

103 给 出 了 这 几 种 图 和 它们 的 着 色 。 图 103(a) 足 大，， 
它 的 色 数 是 4; 图 103( 6 ) 是 一 哥 有 6 个 顶点 的 树 ， 它 的 色 
数 是 2 ， 而 图 103(e ) 是 有 7 个 顶点 的 零 图 , 它 的 色 数 是 1。 


ta) 了 加 Ce 
图 103 
对 于 一 个 色 数 是 的 图 ， 给 它 的 项 点 着 上 * 种 颜色 以 
后 ， 根 据 这 种 着 色 ， 可 以 把 图 的 项 点 划分 成 # 个“ 色 组 "， 使 
得 着 同一 种 颜色 的 顶点 在 同一 个 色 组 里 。 如 果 对 于 一 个 # 又 
图 ， 它 的 每 一 个 4- 着 色 导 致 顶点 的 划分 都 是 一 样 的 , 那么 这 
样 的 图 就 叫做 “唯一 +- 可 着 色 的 ”或 简称 它 赴 “唯一 可 着 色 
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的 ”。 图 104 给 出 的 就 是 一 个 唯一 3- 可 着 色 图 。 这 个 图 的 色 
数 是 3 。 在 图 104( a ) 和 图 104 (6) 里 给 出 了 顶点 的 两 种 不 
同 的 3- 着 色 。 出 这 两 种 着 色 引 起 的 顶点 的 划分 都 是 机 网 的 ， 

就 是 说 在 这 两 种 着 色 中 着 相 问 颜色 的 顶点 组 成 的 色 组 都 是 


{wt}, {vs, U4}, {vas Ve}o 


国 


2 3 


(a) (8) 
图 104 


下 面 再 谈 谈 对 地 图 的 着 色 。 所 谓 对 地 图 的 一 个 着 色 ， 是 
指 对 平面 上 或 球面 上 地 图 的 每 一 个 区 域 指定 一 种 颜色 ， 使 得 
没有 两 个 邻接 的 区 域 着 同一 种 颜色 。 如 果 对 地 图 可 以 用 s 种 
或 少 于 # 种 的 颜色 着 色 。 我 们 就 说 地 图 是 -可 着 色 的 "。 使 
地 图 #- 可 着 色 的 最 小 数目 上 ， 电 做 地 图 的 色 数 ， 通 常 也 用 
符号 x 表示 。 

在 图 105 里 ， 给 出 了 两 个 地 图 的 着 色 ， 图 105( 9 ) 图 的 
色 数 是 2 ， 图 105( 6 ) 的 色 数 是 3 。 
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“四 色 猪 想 ” 问 题 就 是 要 证 明 任 何 一 个 地 图 部 基 4- 可 
着 色 的 。 由 于 球 商 上 的 地 图 可 以 通过 对 平 证 的 投影 成 为 一 个 
平面 上 的 地 图 ， 而 平面 上 的 地 图 又 都 可 以 香 成 足 平 向 图 ， 所 
以 ， 要 证 明 任意 一 个 地 图 是 4- 可 着 色 的 ， 就 可 以 转变 成 证 
明 任意 一 个 平面 图 都 是 4 可 着 色 的 了 。 

这 里 可 能 会 产生 这 样 一 个 问题 ， 根据 “着 色 ” 的 定义 
给 地 图 着 色 是 针对 图 的 不 同 区 域 来 说 的 ， 而 对 于 而 赔 若 色 是 
针对 它 的 顶点 来 说 的 ， 这 两 种 着 色 ， 是 一 回 儿 事 吗 ? 

我 们 说 ， 这 两 种 着 色 ， 看 起 来 似乎 不 一 样 ， 实 际 上 是 一 
样 的 。 它 们 之 间 的 关系 ， 是 通过 “对 个 图 ”联系 起 来 的 。 

平面 图 的 对 偶 图 

什么 是 对 个 图 呢 ? 下 面 ， 我 们 只 介绍 一 种 常见 的 平面 图 
“多 边 形 图 "的 “对 偶 图 "。 一 个 “多 边 形 图 ”就 是 图 的 每 
个 有 限 区 域 都 是 封闭 的 平面 图 。 

一 个 多 边 形 图 的 “对 偶 图 ”是 这 样 确定 的 ， 对 于 它 的 每 
一 个 区 域 (包括 无 限 区 域 )， 我 们 画 一 个 顶点 和 它 对 应 ， 这 些 
就 是 对 偶 图 的 顶点 ， 它 的 个 数论 好 等 于 原 多 边 形 图 的 区 城 
数 。 对 于 平面 图 上 每 两 个 区 域 所 共有 的 一 条 边 ， 我 们 在 这 两 
个 区 域 对 应 的 对 贪图 的 项 点 间 过 一 条 边 ， 正 好 和 平面 图 上 的 
这 条 边 相交 。 这 样 ， 就 画 出 了 一 个 多 边 形 图 的 对 偶 贺 ， 它 的 
边 数 和 原 多 边 形 图 的 边 数 相 
等 。 例 如 ， 图 106 就 是 一 个 多 
边 形 图 和 它 的 对 偶 图 ， 实 心 顶 
点 和 实 线 边 表示 多 边 形 图 ， 而 
空心 项 点 和 虚线 边 表示 它 的 对 
偶 图 。 从 图 上 可 以 看 出 : 多 边 


形 图 的 对 偶 图 也 是 平面 图 。 

由 于 对 偶 图 的 顶点 和 多 边 形 图 的 区 域 是 一 一 对 应 的 ， 而 
对 偶 图 和 顶点 的 度数 又 和 它 对 应 的 区 域 的 边 数 相等 ， 也 就 是 
说 ， 对 偶 图 顶点 的 邻接 关系 止 好 反映 了 多 边 形 图 区 城 的 相 邻 
关系 。 这 样 ， 如 果 能 证 明 一 个 图 的 对 但 图 的 顶点 是 全 可 着 
色 的 ， 那 么 这 个 图 的 区 域 当 然 也 是 4- 可 着 色 的 了 。 由 于 一 
般 的 地 图 都 是 多 边 形 图 ， 而 其 对 偶 图 又 都 是 平面 图 ， 所 以 ， 
如 果 证 明了 所 有 的 平 而 图 的 顶点 都 是 4- 可 着 色 的 ， 那么 所 
有 的 地 图 的 区 域 自然 是 4- 可 着 色 的 了 。 

图 107 痊 出 了 两 个 平面 图 〈 司 时 又 是 多 边 浇 图 ) 和 它们 
的 对 锡 避 。 图 107( a ) 芍 区域 《包括 无 限 区 域 ) 是 3 色 的 ， 
它 的 对 偶 图 的 顶点 也 是 3 色 的 。 图 107( 8 ) 的 区 域 (包括 无 
限 区 域 》 是 4 色 的 ， 它 的 对 偶 图 的 项 点 也 是 4 色 的 。 

这 就 可 以 看 出 地 图 的 着 色 和 平面 图 顶点 的 着 色 是 等 价 
的 。 近 用 十 年 来 ， 对 地 图 4- 可 着 色 问 题 的 探讨 , 实际 上 
针对 对 偶 图 项 点 的 着 色 进 行 的 。 


107 


从 猜想 到 定理 
“四 色 猜 想 ” 问 题 提出 之 后 过 了 二 十 多 年 ,在 1879 年 ， 
7 


俭 敦 的 一 位 律师 兼 数学 学 会 会 员 肖 普 发 表 了 一 篇 文章 ， 声 称 
他 已 经 证 明了 “四 色 猪 想 ”。 他 的 证 明 尽 管 是 不 完善 的 ,但 是 采 
用 的 方法 却 极 共 巧 妙 ， 包 含 了 一 个 世纪 之 后 产生 正确 证 明 前 
大 部 分 基本 思想 。 

肯 普 试图 用 十 由 的 归 课 法 米 证 明 猪 想 是 真 的 。 他 ”? 移民 
独 想 不 式 一 一 就 是 至 少 有 一 幅 地 图 需要 若 五 种 颜色 ， 然 捷 再 
证 朋 由 这 个 假设 必然 导致 矛盾 。 

肯 普 是 针对 《正规 地 J” 进 行 证 明 的 。 所 谢 * 焉 规 地 加 ” 
是 指 这 健一 种 地 图 ， 图 .F 企 何 - -个 国家 或 地 区 则 是 个 单 连通 
E 能 分 成 两 块 以 不 连接 的 部 
分 :另外 此 求 任何 一 个 国家 或 地 区 都 不 能 包 图 别 的 国家 或 地 
区 ， 并 且 没 有 三 个 以 上 的 或 地 区 机 交 于 一点， 也 就 是 
说 ， 任 何 两 个 国家 或 地 区 相 邻 ， 它 们 必须 衣 -- 条 公共 的 边界 
线 ， 而 不 能 只 相交 于 一 点 。 
图 108 里 给 出 的 几 个 地 图 都 不 是 正规 地 罗 。 在 图 108(a) 
中 国家 分 成 了 两 块 ， 这 样 ， 如 时 要 求 同 一 个 国家 要 少 同 一 
种 颜色 的 话 ， 那 么 这 个 好 图 就 要 着 五 种 颜 色 。 图 108( 5 ) 的 


Cb) (ce) 


图 108 


地 图 象 个 馈 饼 一 样 被 分 成 了 个 遍 形 ， 它 们 有 一 个 共同 的 项 

点 ， 如 果 认 为 它们 被 此 都 足 相 邻 的 国家 ， 那 么 每 个 国家 都 需 

要 着 和 其 他 6 个 国家 不 相同 的 颜色 ,这 样 ,地 图 的 色 数 就 是 7 
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了 。 图 108( 2 ) 中 国家 4 包 图 了 B、C、DD 三 个 国家 、 央 此 
也 不 是 正规 地 图 。 
和 ; 轴 玉 存 赤 必须 着 五 种 颜色 的 正规 五 色 地 赔 的 
话 ， 那 么 就 一 定 存 在 “这 小 幸 规 五 色 地 国 ”， 就 是 国 数 县 少 的 
下 规 互 色 了 地 图 。 这 种 好 图 i 如 果 从 它 工 而 去 控 任 何 
一 加 , 它 就 可 以 用 四 种 或 思科 
一 个 4- 可 着 色 的 地 图 。 内 此 ,要 证 明 厅 存 在 寺 规 五 他 地 亲 ， 
只 要 证 岗 不 存 并 蕊 小 正规 五 色 地 图 就 行 了 。 了 于 么 ， 怎 村 村 能 
否定 它 的 存在 昵 ? 这 就 要 用 到 归 

青 普 车 证 明 中 所 采用 的 方法 是 妥 设 捧 小 正规 无 钴 地 
图 的 存在 而 导致 出 构 形 的 “不 可 和 避免 性 ”条 “可 约 性 ”的 元 
盾 。 

和 完 谈 谈 什么 是 构 形 的 不 可 避免 性 。 

上 骨 普 首先 证 明了 企 平面 上 不 存在 这 样 的 下 规 地 图 ; 它 上 
面 的 每 个 国家 都 至少 和 六 个 国家 相 邻 。 换 名 话说， 证 任何 的 
正规 地 图 上 都 至 少 存在 一 个 国家 ， 它 或 者 和 二 个 ， 或 者 和 三 
个 ， 或 者 和 四 个 ， 或 者 和 五 个 国家 相 邻 ， 这 种 国家 之 间 的 邻 
楼 关系 就 组 成 了 所 谓 “ 构 形 ”， 如 图 109 所 示 。 由 于 任何 正规 
地 图 上 者 至少 有 这 跑 种 构 形 中 的 一 种 ， 内 此 这 些 构 形 就 组 成 
了 正规 地 图 的 “不 可 避免 集 ?。 当 然 ， 对 于 最 小 正规 五 色 地 图 
来 说 ， 这 些 构 形 也 是 不 可 和 避免 的 ， 就 是 在 每 一 个 最 小 正规 五 
色 地 图 上 ， 也 至 少 要 有 这 四 种 构 形 中 的 一 种 。 
图 109(a )、(5)、(c)、(q ) 分 别 表示 一 个 国家 和 二 
个 、 三 个 、 四 个 、 五 个 国家 邻接 的 情况 。 

下 一 步 ， 表 普 接 着 证 明了 这 四 种 构 形 又 都 不 可 能 出 现在 
最 小 正规 五 色 地 图 上， 如 果 其 中 有 一 种 出 现在 一 个 让 小 正规 
五 色 地 图 上 ,那么 就 可 以 对 这 个 地 图 重新 着 色 , 使 得 采用 的 颜 
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色 最 多 是 四 种 ， 这 样 就 否定 了 原来 的 地 图 是 个 最 小 正规 五 色 
地 图 。 例 如 ， 假 设 一 个 最 小 正规 五 色 地 图 里 包含 了 一 个 国家 
和 三 个 国家 相 邻 的 这 种 构 形 ， 如 图 110( 4 ) 所 示 。 如 果 把 地 
图 中 间 的 国家 刀 去 掉 ,把 它 和 国家 C 合 并 成 新 曾 家 C/， 如 图 
110( 8 ) 所 未 ， 那 么 根据 最 小 正规 五 色 地 图 的 定义 , 翻 下 的 部 


图 110 


分 最 多 用 四 种 颜色 着 色 斌 行 了 。 令 国家 4、B、C' 分 别 着 
三 种 不 同 的 颜色 再 把 国家 DD 忱 复 到 原来 的 位 置 ， 那 么 对 也 
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就 可 以 用 不 同 于 4、 召 、C (局 C /的 颜色 ) 的 另 一 种 颜 色 着 
色 ， 这 样 ， 原 来 的 地 图 亮 然 变 成 是 4 可 着 色 的 了， 这 只 能 
说 明 原 来 的 地 图 并 不 是 融 小 正规 五 色 地 图 ， 或 者 说 这 种 裤 形 
不 能 存在 于 任何 最 小 正规 五 名 地 图 上 ， 这 就 是 构 形 的 “可 约 
性 ”。 


此 普 币 同样 的 方法 证 明了 其 他 三 种 构 并 对 最 小 正规 五 色 
地 图 的 可 约 性 (虽然 一 个 证 明 存在 漏洞 )， 就 是 它们 都 不 能 出 
现任 最 小 正规 五 色 地 图 上 

由 假设 存在 最 小 正规 五 色 地 图 ， 而 导致 了 构 形 的 不 可 避 
免 福 (就 是 在 任何 正规 五 色 地 图 上 应 该 至 少 包 含 这 四 种 构 形 
中 的 一 种 ), 同时 又 导致 了 构 形 的 可 约 性 (就 是 在 任何 移 最 个 
主 规 五 色 地 图 上 不 可 能 出 现 这 上 四 种 构 形 中 的 任何 一 种 ), 这 两 
个 结论 存在 不 可 调和 的 冲突 ， 这 只 能 说 明 最 小 正规 五色 地 图 
不 可 能 存在 ， 这 也 就 其 定 了 任何 正规 五 色 地 图 的 存在 ， 并 且 
可 以 证 明 “四 色 猪 想 ” 的 正确 性 。 

由 于 此 普 的 证 明 中 存 磷 测 洞 ， 而 这 种 漏洞 在 当时 又 是 难 
以 修补 的 ,他 没有 完成 对 “四 色 猪 想 ” 的 最 终 证 明 , 介 是 他 提 
出 的 攀 形 的 不 可 避免 性 各 可 约 性 的 思想 ， 却 为 以 后 的 人 指出 
了 到 达 终 点 的 正确 方向 。 

1976 年 ,年 轻 的 美国 科学 家 阿 由 尔 (1932-) , 哈 肖 (1928-) 
等 沿 着 这 个 方向， 找 出 了 出 大 约 1500 个 构 形 组 成 的 不 可 
避免 集 ， 然 后 再 逐个 对 它们 的 可 约 性 进行 了 证 明 ， 包 括 大 量 
的 计算 和 上 百 方 个 判断 。 这 样 繁重 的 工作 ， 多 亏 有 了 电子 计 
算 机 的 帮助 才 得 以 完成 。 从 此 ， 四 色 问 题 终 于 从 “狂想 ” 变 
成 了 “定理 ”。 

应 用 电子 订 算 机 证 明 四 色 定 理 ， 不 仅 解决 了 图 论 弄 一 个 
一 冯 多 年 没有 解决 的 难题 ， 是 图 论 理论 上 的 一 个 重大 突破 ， 
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同时 ， 在 电子 计算 机 的 应 用 上 也 是 一 个 重大 的 进展 ， 因 为 这 
是 第 一 个 单 葵 人 没有 能 够 解决 而 依靠 机 峰 才 被 证 明 出 来 的 定 
理 。 这 一 创举 不 仅 显 示 了 电子 计算 机 的 巨大 潜力 ， 并 且 也 有 
示 出 电子 计算 机 应 用 的 一 个 有 广 阐 前 景 的 新 方向 。 
练习 十 三 
1。 对 图 (a)、(b)、(c) 的 硕 点 着 色 ， 各 图 的 色 数 是 多 


少 ? 
by ey 


图 111 
2， 对 图 112 (co) 、( 纪 的 有 限 区 域 着 色 ， 色 数 各 是 多 


? 
(a) cB) 


图 112 


3. 简 出 图 113 (aq)、(5)、(c) 的 对 偶 图 。 
4 判断 图 113 (ae)、(8)》、(c) 的 色 数 和 唯一 可 着 色 性 。 
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十 四 ”在 图 上 找 捷径 


一 一 最 短路 径 问 题 


图 论 的 思想 和 方法 ， 在 日 常生 活 和 
应 用 。 最 常见 的 应 用 之 一， 是 在 两 点 之 间 找 捷 第 ， 齐 
短路 径 问 题 。 下 面 ， 我 们 通过 一 个 例子 来 说 明 什 么 是 求 入 短 
路 径 问题 以 及 怎样 求解。 
从 一 个 城市 到 男 一 个 城市 的 最 短路 程 

图 114 给 出 的 是 一 个 12 个 城市 之 间 的 交通 网 。 图 上 每 
个 顶点 表示 的 是 一 个 城市 ， 每 条 边 表示 的 是 两 个 城市 之 间 的 
通路 ， 边 上 的 数 宁 表 示 的 是 通 
路 的 长 度 。 现 在 ， 有 一 个 人 要 
从 城市 4: 到 城市 Cs 去 ， 问 。 
他 应 该 怎样 走 ， 才 能 使 整个 行 
程 最 短 ? 这 就 是 - 个 典型 的 求 
两 点 间 的 最 短路 径 问题 。 

求解 这 个 问题 的 方法 当然 

图 14 是 多 种 多 样 的 。 最 容易 想到 的 

方法 就 是 把 从 4, 到 Cs 所 有 可 能 的 通路 都 找 出 来 ， 分 别 计算 
它们 的 长 度 ， 然 后 再 进行 比较 ， 找 出 最 短 的 一 条 。 由 于 图 
114 所 给 出 的 12 个 城市 间 的 交 遂 网 是 四 通 八 达 的 ， 因 此 即 
使 规定 每 条 通路 上 疗 一 个 城市 不 重复 走 到 的 话 ， 从 4 到 C。 
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的 道路 也 有 几 十 条 。 从 图 上 我 们 可 以 慎 出 ， 丛 4 到 C4 的 通 
路 中 闪 至 少 要 经 过 4 个 城市 ， 如 果 我 们 仪 仅 把 从 41 到 C4 的 
只 经 过 4 个 城市 的 通路 都 挑 出 米 ， 那 么 这 样 的 通路 也 
有 有 10 条 。 
113 上 每 个 磺 点 上 的 数字 束 表 示 的 是 从 -41 到 这 点 所 
经 过 的 城市 正 少 的 通路 例如 ， 欠 4 到 8 的 通路 至 
少 要 经 过 1 个 城市 (4: 或 B1)， 放 从 4 到 如 ?只 经 过 工 个 城 
市 的 通路 有 2 条 。 这 痒 顺 次 推 
下 去 ，44 到 C4 经 过 最 少 城市 
《4 个 ) 的 通路 共有 10 条 。 即 
使 把 这 10 条 通路 的 长 度 各 自 
计算 一 遍 ， 也 需要 不 少时 间 。 
因此 我 们 可 以 看 晶 ， 上 而 所 说 
的 这 种 求 两 点 之 间 最 短路 径 的 
方法 ， 虽 然 是 比较 直观 的 ， 可 
行 的 ， 却 是 麻烦 的 。 

有 没有 更 简便 一 些 的 方法 求解 这 个 问题 呢 ? 答 案 是 肯定 
的 ， 并 且 方 法 也 还 不 止 一 种 。 


一 种 求 最 短路 径 的 算法 

下 面 ， 我 们 给 出 一 种 求解 这 类 问题 的 算法 。 我 们 先 给 出 
这 个 算法 的 步骤 ， 然 后 再 结合 上 面 的 例子 ， 说 明 这 个 算法 怎 
样 使 用 。 

求解 两 点 之 间 最 短路 径 的 算法 如 下 

第 一 步 ， 把 图 上 的 顶点 分 做 两 部 分 ， 了 和 已 ， 了 和 书 就 
是 两 个 集合 。 先 令 通 路 的 起 点 xe 归 在 集合 书 里 ,把 只 有 x。 一 
个 元 素 的 集合 呈 记 作 了 , ,就 是 说 有 了 。= {xoj。 而 剩 下 的 顶点 
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都 归 正 集合 了 里 ,把 这 个 集合 记 作 了 To， 就 是 Tu= 太一 已 ， 
天 是 所 有 质点 的 集合 。 

第 二 直 ， 从 卫 。 中 找 册 于 点 本 预 点 xe 相 人 郭 的 顶点 ， 计 算 
后 选 出 和 [9 斑 离 下 近 的 一 个 顶点 
1， 把 ws 币 ; x1 之 出 。 和 如果 和 xs 有 最 近 贞 离 的 最 
个 ， 就 任 选 兵 由 -个 。 
把 顶点 xi 扩充 到 己 于, 记 作 已 ,得 到 已 ,= [xn， 
1})， 而 测 下 的 珊 点 组 成 7 1。 

第 四 步 ， 然 
点 ， 欠 这 些 硕 点 中 选 出 一 个 和 x, 久 离 最 近 的 项 点 x， 把 x。 
到 xs 的 通路 标 出 。 和 骨 把 项 点 <: 扩充 到 书 里 组 成 已 :， 而 
下 的 顶点 组 成 了 :。 

重复 以 上 步骤 ， : 某 一 步 找 公 的 在 下 ,里 自 
xi 《30)》 正好 是 我 们 所 求 的 路 径 的 终点 为 下 。 这 
出 的 xs 到 %, .的 通路 就 是 它们 之 间 的 最 短路 径 。 

现在 ， 我 们 就 用 这 个 算法 ， 求 解 图 114 由 顶点 4 1 到 C。 
的 最 短路 径 。 

为 了 叙述 上 的 简便 ， 我 们 把 整个 求解 过 程 用 一 个 表格 的 
形式 给 出 。 我 们 用 表格 于 的 第 f 行 表示 第 !Y+1 次 应 用 筑 法 
后 的 结果 (六 0)， 这 里 已 ,、 了 ,，、* :如 算法 所 
而 已 ， 表 未 的 是 顶点 x,， 到 起 始 顶点 《这 里 就 是 顶点 4 
的 最 短路 径 的 长 度 。 

和 表格 相应 的 图 如 图 116 丙 示 ， 共 淘 里 所 注 第 (7) 图 
对 应 表格 第 了 行 。 

图 116 昌 的 第 《ii ) 图 ， 只 给 出 了 找到 第 fi+ 1 个 顶点 时 
候 记 走 过 的 路 径 ， 而 没有 志 到 的 路 径 ， 上 都 没有 标 出 米 。 
从 图 上 我 们 会 发 更 ， 在 应 用 这 种 算法 求解 过 程 中 所 走 到 的 某 

106 


和 


| {DDI} {gg aD Vy gh 2 
9 a {ODD gp} tag yy gH 9 
9 得 {0°09 gg IF {go ppg 9 
9 {090 "gg"V)} {oy gp r 
8 'D {DDO Og 4 gr {py gp € 
8 :了 人 DO 人 
OD og gg py {gy Tt 
{0°00 9g {ph 0 

- - | 
| ‘gd 


107 


站 oo oo 
Bi BB: Bs Bu Bi Bs Bs Bu 
of lo o 
1 
o ao 4. eo 
A! 4 43 4 A12 4 43 4 
0) 01) 
Cr Cs Ce C1 Ce Cs 5 
» a oo oo oo 
Bt By BB、 了 B BB B 
0 BB o oo 
1 1 
. . 
Al2A11 As A: 42414 44 
(2) 13) 


o 日 昌 
2 

> Br Bs B, 
1 日 o 
1 2 


(4) 
GC Cs Cs CC, 
o 全 o 
2 ? B: 8B ! 
Et B B 5 
Bi 5 2 3 了 Bi 2 3 5 Bs 
1 2 1 2 
. 
A1? As 1 A 44 A1? As i As 4 
6) (7} 


几 116 


108 


些 顶 点 ， 例 如 顶点 忆 1 和 BB,:， 它 们 并 不 在 4 1 到 C 的 最 短路 
径 上 ， 那 么 为 什么 还 费 走 到 这 些 顶 点 去 呢 ? 这 是 因为 它们 和 
有 4 ,的 顶点 之 问 的 距离 都 比 C 和 4 1 的 近 ， 所 以 根据 算法 步 
了 又， 它们 都 在 C ,之 前 进入 到 已 .里 。 

由 此 订 以 看 出 媒 法 的 机 械 人 性， 只 要 算法 步 昭 给 定 了 ， 就 
只 能 严格 按照 算法 的 规定 一 步 -一 步 进行 , 不 能 作 随 意 的 改动 。 
这 样 ,在 按照 算法 求解 的 过 程 店 ,往往 会 走出 一 些 “ 多 余 的 ” 
步 。 然 而 ， 另 一 方面 ， 正 由 于 算法 步骤 的 机 械 性 ， 因 此 可 以 
把 它 编 成 程序 让 计算 机 执行 。 

当然 ， 在 实际 用 算法 解 最 短路 径 问 题 的 时 候 ， 并 不 一 定 
要 列 出 详细 的 丧 恪 和 画册 很 多 相应 的 图 ， 而 只 要 在 所 给 出 的 
区 求 最 短路 径 的 疼 上 ， 直 接 把 每 用 一 次 算法 押 走 到 的 顶点 和 
路 径 顺 序 标 出 米 就 行 了 ， 这 个 过 程 一 直 进 行 到 走 色 终点 为 
止 。 这 时 ， 从 起 点 到 终点 的 路 径 就 是 我 们 所 来 的 它们 之 间 的 
最 短路 径 。 


巡 占 售货员 的 最 短 回路 

现 人 在， 我们 再 提出 另 一 个 有 关 路 径 的 问题 ， 图 117 表示 

的 是 一 个 有 5 个 销售 点 9 、&5 、c 、d 、e 的 交通 网 络 ， 各 
边 上 标明 前 数字 是 两 地 之 间 的 距离 。 问 ， 一 个 售货员 从 & 地 
出发， 怎样 走 才能 找到 一 条 最 
短 的 路 ， 把 所 有 的 销售 点 都 恰 
好 走 过 一 遍 后 回 到 4 ? 这 个 间 
题 ， 就 是 著名 的 “巡回 售货员 
问题 ”， 实 际 上 就 是 求 一 个 图 
的 最 短 哈 密 顿 回路 的 问题 。 对 
于 这 类 问题 ， 到 现在 还 没 找到 
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一 种 比较 简单 的 、 有 效 的 方法 〈 不 是 把 所有 可 能 的 回路 都 
走 过 一 遍 后 再 作 比 较 的 方法 )， 来 求 得 最 佳 结果。 不 过 ， 当 
前 已 经 找到 了 几 种 可 以 求 得 近似 于 最 佳 结果 的 方法 。 在 这 
里 ， 我 们 介绍 最 简单 的 一 种 方法 一 一 “最 邻近 法 ”。 
我 们 先 约定 ， 求 最 短 哈 密 顿 回路 的 图 都 必须 是 完全 图 。 
下 面 结合 图 117 给 击 最 邻近 法 的 算法 步骤 

第 一 步 ， 对 于 图 里 已 经 确定 的 起 点 ， 例 如 4 点 ， 在 图 上 
找 一 个 距离 * 最 近 的 项 点， 例如 e 点 ， 选 取 4 、e 之 问 的 边 
《a，e )， 形 成 一 条 初始 通路 。 

第 二 步 ， 然 后 再 从 不 在 边 《4，e ) 上 的 其 他 顶点 之 
中 , 找 一 个 和 e 距离 最 近 的 顶点 ,例如 5 点 ,选取 边 (e@ ,5 )， 
扩充 到 初始 通路 里 来 。 下 面 再 对 b 点 重复 这 一 步 ， 直 到 图 ， 
上 所 有 顶点 都 逐个 进入 到 一 条 通路 里 。 

第 三 步 ， 最 后 选取 起 点 和 终点 (最 后 进入 通路 里 的 一 点 
例如 a 点 ) 之 闻 的 一 条 边 ， 于 是 就 形成 了 一 条 回路 一 一 这 就 
是 用 算法 所 求 的 图 的 最 短 哈密 顿 回路 。 

用 最 邻近 法 求 图 117 里 巡回 售货员 最 短 回 路 的 具体 步 
尾 ， 如 图 118 所 示 。 从 @ 点 出 发 ,项 次 经 过 顶点 e 、6、。、 
d 后 又 回 到 4 点， 整个 回路 的 长 度 是 170。 

用 最 邻近 法 求 得 的 最 短 哈密 顿 回路 往往 和 原 图 里 实际 的 
最 短 哈 密 顿 回路 是 有 误差 的 。 一 般 说 来 , 当 图 的 顶点 越 多 的 时 
候 ， 误 差 上 限 也 就 越 大 ， 而 当 项 点 比较 少 的 时候， 误差 上 
限 也 就 小 。 整 个 来 说 ， 用 最 邻近 法 求 得 的 回路 长 度 和 实际 最 
得 回路 长 度 之 阔 的 误差 ， 有 时 比较 大 ， 有 时 比较 小 ， 有 时 其 
至 没有 误差 。 例 如 在 本 题 里 ， 图 117 实际 上 的 以 e 点 作为 起 
点 和 终点 的 最 短 哈 密 顿 回路 也 是 179， 和 最 邻近 法 求 得 的 结 
粱 一样。 
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图 118 
趟 实际 值 有 误差 的 算法 是 “ 非 确定 性 算法 ”， 而 最 邻近 
法 就 是 一 种 非 确定 性 算法 。 
练习 十 四 


1。 试 求 出 图 119 里 顶点 4 到 顶点 z 的 最 短路 径 ， 计 算 
它 的 长 度 。 


同 119 
2. 试 求 出 图 120 里 顶点 4 1 到 顶点 C (的 最 短路 径 ， 计 
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算 它 的 长 度 。 
3。 用 最 邻近 法 求 图 121 里 以 4 作为 起 点 和 终点 的 最 短 
奏 密 顿 回 路 ， 并 且 和 实际 上 的 最 短 哈 密 顿 回路 进行 比较 。 
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十 五 智力 游戏 中 的 图 
偶 图 和 对 划 


我 国 和 诬 界 各 国都 有 许多 传统 的 和 新 颖 的 智力 游戏 ， 有 
些 智 力 游戏 可 以 应 用 图 论 的 方法 来 求解 。 

下 面 我 们 举 个 农民 过 河 的 古 题 作为 例子 。 

农民 过 河 的 目 题 

在 八 世 纪 的 作品 里 有 这 样 一 个 古老 的 题目 ， 一 个 农民 带 
了 一 只 狗 、 一 只 苹 和 一 笑 白 菜 来 到 河 边 准备 过 河岸 边 有 一 只 
小 船 ， 只 允许 农民 每 次 带 一 样 东 西 渡河 。 如 果农 民 把 狗 和 羊 
留 下 ， 狗 就 要 咬 羊 ， 如 果 把 羊 和 和 白菜 留 下 ， 羊 就 会 吃 和 白菜。 
问 农民 应 该 怎样 渡河 ， 才 不 会 发 生 麻 烦 ? 

这 是 一 个 很 有 趣 的 智力 游戏 ， 也 不 难 求 得 答案 。 现 在 ， 
我 们 准备 介绍 怎样 用 图 论 欧 方法 一 一 一 种 形式 化 的 方法 米 解 
答 这 个 问题 。 

先 找 出 农民 (人 )、 狗 、 羊 和 菜 这 四 者 之 间 各 种 允许 的 拱 
配 状态 ,共有 9 种 ,再 加 上 岸上 和 什么 也 没有 这 种 状态 (用 “0” 
表示 )， 共 有 10 种。 用 10 个 顶点 0 到 v1 和 vi 到 vs 对 应 
这 10 种 不 同 的 状态 ， 如 图 122 所 示 ， 在 图 里 重复 排 成 左 、 
右 两 列 ， 分 别 表示 河 的 左 、 右 两 岸 所 允许 的 搭配 状态 。 我 们 
设 农民 开始 在 左岸 。 

然后 ， 再 画图 上 的 边 。 如 果 左 岸 的 一 个 状态 经 过 农民 一 
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图 122 


次 渡河 后 能 转换 到 右岸 的 某 一 个 状态 ， 我 们 就 在 这 两 个 状态 
对 应 的 顶点 之 癌 连 上 一 条 边 。 例 如 ,如 果农 民 带 一 只 羊 站 左岸 
渡 到 右岸 ， 我 们 就 可 以 在 左岸 的 状态 (人 、 狗 、 羊 、 菜 ) 
和 右岸 的 状态 v 〈 人 、 羊 ) 之 间 连 一 条 边 。 我 们 站 左 岸 项 
点 ?5 开始， 逐个 地 和 右岸 有 关 的 顶点 之 间 连 上 过 (如 果 有 的 
话 )， 一 直 扫 描 到 顶点 0 ,6 为 止 ,这 样 就 得 到 了 图 122， 这 里 
包括 没有 边关 联 的 环 立 顶点 0 6 到 ?1o 和 v ;到 ?1。。 

这 个 图 是 个 典型 的 “ 偶 图 "。“ 偶 图 ”是 这 样 一 种 图 ， 它 的 
顶点 可 以 分 成 比如 4 、 召 两 组 ,这 两 组 之 间 没 有 公共 的 顶点 ， 
如 图 122 里 v1 到 v,。 和 v1 到 v! ,这 两 组 顶点 ! 另 外 , 偶 图 里 每 条 
边 所 关联 的 顶点 ， 都 是 一 个 顶点 在 4 组 里 ， 一 个 顶点 在 8 组 
里 。 也 就 是 说 ， 边 只 存 站 于 不 同 组 的 顶点 之 间 ， 而 同一 组 的 
顶点 之 间 没 有 边关 联 。 例 如 企图 122 里 ， 各 边关 联 的 顶点 都 
是 一 个 在 左岸 ， 一 个 在 右岸 ， 而 没有 一 条 边 所 关联 的 顶点 都 
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在 左岸 或 右岸 。 
122 里 两 组 项 点 的 个 数 恰 好 祠 同 ， 这 不 过 是 一 种 七 
合 ， 一 般 说 来 ， 偶 图 于 两 组 顶点 的 数目 并 不 一 定 相 等 ， 这 要 
根据 实际 问题 来 确定 。 
现在 ， 我 们 继续 讨论 农民 过 河 的 问题 。 农 民 原 米 在 左 
岸 ， 要 过 到 右岸 去 ， 从 状态 转换 的 角度 来 罩 ， 就 是 从 左岸 的 
V1 开始 ， 经 过 一 系列 状态 的 转换 ， 而 最 终 到 达 右 岸 的 vi。 
因此 ， 现 在 的 问题 就 变 成 了 ， 能 若 在 图 里 找到 一 条 以 ”: 作 
为 起 点 、 以 以 作为 终点 的 通路 ? 从 图 122 可 以 看 出 ， 这 样 
的 通路 是 存在 的 ， 并 且 不 止 一 条 ， 如 图 123 所 示 。 


(从 , 移 剃 菜 } 


内 狗 苇 间 
由, 狗 苔 从 . 狗 欧 
以, 狗 问 . 从 : 狗 强 
愉 羊 其 ”以 音 鞠 


以, 莉 [0 


图 123 


图 128 里 分 别 用 实 线 和 蕊 线 画 了 两 条 从 v 到 v; 的 通路 {图 
二 略 去 了 和 通路 无 关 的 孤立 点 )。 这 样 ， 如 果农 民 按照 其 中 一 
条 通路 上 各 顶点 的 顺序 ， 在 两 岸 之 间 米 回 摆渡 七 次 ， 就 可 以 
把 ， 猩 、 羊 、 自 菜 都 送 到 对 岸 ， 又 不 会 发 生 任何 麻烦 。 

当然 ， 对 于 这 个 问题 ， 我 们 也 可 以 不 采用 偶 图 的 方法 ， 
而 采用 另 一 种 更 加 简单 的 图 解法 。 可 以 这 样 确定 图 上 顶点 所 
对 应 的 状态 ， 我 们 把 同一 时 刻 左 、 右 岸 的 状态 看 成 同一 个 
状态 。 例 如 ， 当 四 者 都 在 左岸 的 时 候 ， 右 岸 什 么 也 没有 《用 
“0 ”表示 这 种 情况 ) ， 汗 是 这 时 的 状态 就 是 (人 、 狗 、 羊 、 
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荣 ; 0 )， 括 号 里 分 号 左边 表示 左岸 的 状态 ， 分 号 右边 表示 
右岸 的 状态 。 再 如 ， 如 果 诺 岩 是 独 、 菜 ， 右 岸 是 人 、 羊 ， 这 
时 的 状态 就 是 ( 狗 ， 菜 人 、 羊 )。 这 种 “整体 ”上 的 状态 一 
共有 10 个， 分别 用 项 点 ? ,到 v 46 和 它们 对 应 ， 如 图 124 所 
示 。 贺 里边 的 画 法 和 偶 图 里 边 的 画 法 是 一 样 的 ， 就 是 ， 两 个 
状态 之 间 经 过 农民 一 次 过 河 后 可 以 理 相 转化 的 话 ， 就 在 这 两 
个 状态 对 应 的 顶点 之 间 连 一 条 边 。 


(人 . 狗 , 羊 , 菜 ;0 ) m9 《05 人 , 狗 , 羊 , 菜 ) 


( 狗 , 梨 :人 , 羊 ?2 4 《人 , 羊 ! 物 , 菜 ) 


( 狗 ; 人 , 羊 , 荣 ) (人 , 狗 , 羊 ! 某 ] 


《人 , 狗 . 草 : 羊 ) 2 4 《 苇 ; 人 , 物 ， 菜 } 


( 药 ! 人 , 狗 , 闫 ) 《人 , 羊 , 菊 ; 狗 ) 


图 124 


于 是 ， 问 题 又 变 成 在 初始 状态 :和 最 终 状 态 io 之 问 
找 一 条 通路 。 从 图 124 里 看 出 ， 这 样 的 通路 显然 存在 ， 并 且 
有 两 条 。 当 渡河 的 起 点 和 终点 已 经 确定 ， 也 可 以 把 融 画 成 有 
向 的 ， 这 样 ， 整 个 通路 上 各 项 点 的 顺序 性 就 更 清楚 了 。 

以 上 所 采用 欧 图 解 的 方法 ， 都 是 一 种 “形式 化 ”的 方 
法 。 也 就 是 对 于 这 一 类 问题 ， 无 论 它 怎样 二 变 万 从 ， 只 要 按 
照 上 述 几 种 方法 所 规定 的 步 又 ， 先 把 它 转化 成 一 个 图 ， 然 后 
在 图 里 找 一 条 从 起 点 到 终点 的 通路 ， 问 题 总 是 可 以 解决 的 。 

说 这 种 方法 是 “形式 化 ”的 ， 还 体现 在 画图 的 时 候 ， 按 
照 已 知 条 件 和 规定 的 方法 ， 要 一 步 步 地 把 对 应 的 顶点 和 边 都 
画 出 来 ， 而 不 管 画 出 的 顶点 和 边 跟 最 后 得 到 的 结果 是 否 都 有 
关系 ， 例 如 图 122 里 的 孤立 顶点 ! e 到 ve 和 ;到 1! 都 跟 
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解 无 关 。 另 外， 在 画 边 的 时 候 ， 不 管 各 顶点 和 对 岸 的 顶点 
是 否 有 边关 联 ， 都 要 逐个 扫描 一 遍 。 形 式 化 的 方法 虽然 看 起 
来 比较 机 械 、 死 板 ， 缺 乏 灵 活性 ， 却 是 行 之 有 有 效 的 方法 ， 因 
为 采用 这 种 方法 ， 总 是 能 得 到 最 后 所 需要 的 结果 的 。 对 于 一 
个 复杂 的 问题 ， 也 许 你 一 时 代 乏 “灵感 ”， 而 粗 不 出 什么 毛 
经 来 ， 但 是 ， 如 果 你 知道 了 - -种 形式 化 的 方法 ， 虽 然 也 许 变 
烦琐 、 死 板 些 ,也 照样 能 把 它 解 出 来 。 即 然 能 把 问题 解 出 来， 
也 就 不 管 是 赁 “灵感 ?还 是 赁 掌握 某 种 解 题 方法 了 。 所 以 ， 从 
某 种 意义 上 上 来 说 ， 拒 式 化 的 方法 缩小 了 人 们 各 力 工 的 差距 。 

放电 子 计算 机 飞速 发 展 汐 今天 ， 形 式 化 的 方法 更 占有 突 
出 的 地 位 ， 因 为 它 是 机 器 “思维 ”的 基本 方式 ， 只 有 把 问题 
编 成 形式 化 的 程序 后 ， 机 器 才能 接受 :才能 机 械 地 执行 程序 
所 给 的 指令 ， 才 能 对 问题 作出 解答 。 所 亩 解决 一 类 具体 问题 
的 形式 化 方法 ， 实 际 上 就 是 这 类 问题 的 “算法 ”的 体 更， 向 
对 于 算法 ， 我 们 已 经 打 过 多 次 交道 了 。 


课程 巧 安排 
我 们 再 来 看 这 样 一 -个 问题 ， 计 算 机 系 教学 主任 准备 安排 
站 位 教师 张 、 王 、 李 、 赵 去 教 四 门 课 ， 数 学 、 程 序 、 电 路 和 
计算 机 原理 。 已 知 张 老师 能 教程 序 和 电路 ， 王 老师 能 教 数学 
和 计算 机 原理 ， 李 老师 能 教 数学 、 程 序 和 电路 ， 赵 老师 只 能 
教 电路 。 问 应 该 怎样 安排 ， 才 能 使 每 门 课 都 有 教师 教 ， 并 且 
每 位 教师 都 能 教 一 门 胜任 的 课程 ? 
我 们 还 是 采用 偶 图 来 解 这 个 问题 。 
设 四 个 顶点 02，、v，。、vs、5 4 对 应 四 位 老师 张 、 王 、 
李 、 赵 ， 作 为 偶 图 的 第 - -组 项 点。 再 设 四 个 顶点 4 ，,、# :、 
xs、4 4 对 应 四 门 课程 ， 作 为 偶 图 的 第 二 组 顶点 。 现 在 找 两 
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组 顶点 间 的 关系 ， 在 各 位 老师 和 他 们 能 教 的 课程 之 间 连 上 上 


边 ， 于 是 就 得 到 了 图 125 (a )。 
( 张 ) (下) (地) OY ( 张 ) (于 ) ( 事 )》 ( 赵 ? 
2 ba 下 De Dl 2 a bb 
~ 
ci 
JX ¥、 
加 2 ue a HH 
( 数 ) 〈 程 ) ( 电 ) (ily 《 数 ) 《〈 程 ) ( 电 }》 《 计 )? 
《9 6) 
网 125 


图 125 (a) 也 是 个 偶 图 ， 它 的 壬 条 边关 联 的 两 个 顶 
点 ， 都 是 一 个 顶点 对 应 教师 ， 一 个 顶点 对 应 课程 。 如 果 在 图 
上 能 找到 这 人 么 四 条 边 ， 它 们 恰好 对 应 四 位 教师 和 四 门 不 同 的 
课程 ， 那 么 课程 分 配方 案 就 得 出 来 了 。 我 们 先 从 度数 是 1 的 
顶点 略 起 ,比如 从 顶点 & 4 开始 ,由 于 4 4 只 有 一 条 边 和 其 他 项 
点 相关 联 ， 所 以 这 条 边 必然 要 被 选中 。 4 ,的 这 条 边 是 连 到 
顶点 v ;的 ， 因 此 ， 在 选中 了 边 (vs，w 4) 后 ， 和 vs 关联 
的 另 一 条 边 《v :，4 1) 就 要 舍 去 ， 因 为 一 位 教师 只 能 安排 
一 门 课程 。 去 掉 (w:z，%0) 这 条 边 后 ， 顶 点 4 ! 只 剩 下 和 vs 关 
联 的 一 条 边 了 ， 因 此 (vs,，w 1) 这 条 边 一 定 要 被 选中 ， 否 则 
# 1 对 应 的 数学 课程 就 会 没 人 教 了 。 按 这 方法 ， 逐 步 推导 下 
去 ， 最 后 就 得 到 了 如 图 125 (6 》 里 用 实 线 画 的 四 条 边 。 这 
就 是 所 要 求 的 课程 分 配方 案 ， 张 老师 教程 序 ， 王 老师 教 计算 
机 原理 ， 李 老师 教 数学 ， 赵 老师 教 电路 。 

四 位 教师 和 四 门 课程 之 间 的 这 种 搭配 关系 ， 也 就 是 图 
125 《b&b ) 里 实 线 边 所 表示 的 第 一 组 顶点 v ,到 v ,和 第 二 组 
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顶点 4& 5 到 = :之 问 的 这 种 一 -- 
闻 的 项 点 和 第 二 组 里 不 同 的 大 点 对 应 、， 册 做 侦 疼 两 组 项 不 问 
的 一 种 “匹配 ”。 表 示 这 种 匹配 关系 的 边 ， 如 图 125 (5》 
里 的 4 条 实 线 边 ， 就 叫 敌 但 图 的 “匹配 线 ”。 

是 否 所 有 的 合力 两 组 顶点 之 间 都 存在 匹配 呢 ? 网 答 是 否 
定 的 。 请 吾 由 126， 它 岂 是 个 恒 医 - i 
中 的 两 个 质点 ;和 vw :部 只 和 第 二 组 顶 所 由 的 同一 个 顶点 ua 
邻 搂 ， 便 得 两 组 顶点 间 找 不 到 那 种 一 一 对 应 关系 ， 因 此 这 个 
侦 图 不 存在 匹配 。 


如 果 偶 外 的 两 组 可 点数 不 相等 ， 接 
们 一 般 所 说 的 匹配 ， 主 要 是 着 眼 在 第 一 OH 
组 顶点 。 也 就 是 说 ， 这 时 只 看 第 一 组 的 “ 办 办 必 
每 个 项 点 能 否 找 到 第 二 组 的 不 同 顶 点 和 网 26 


它 对 应 。 如 果 第 一 组 项 点数 大 3 组 杖 点数， 下 么 侦 力 


一 组 中 至 少 有 两 个 顶点 相对 应 到 第 二 组 中 同一 个 项 ; : 
只 有 当 第 一 组 顶点 数 小 于 或 等 于 第 二 组 顶点 数 的 时 候 ， 才 有 
可 能 从 第 二 组 项 点 中 找到 若干 个 不 同 的 项 点 和 第 -组 顶点 一 
一 对 应 。 

那么 ， 到 底 在 什么 情况 下 侦 图 才 存 在 匹配 呢 ? 

下 面 给 出 两 个 判断 偶 图 是 否 存 在 匹 配 的 定 隘 。 

首先 需要 说 明 一 点 ， 我 们 这 里 的 侦 图 都 是 简单 图 ， 就 是 
图 里 没有 平行 边 ， 当 然 更 不 会 有 环 。 

第 一 条 定理 是 ， 一 个 偶 图 ， 当 且 仅 当 它 的 第 一 组 顶点 中 
每 卢 个 顶点 (是 不 大 于 这 组 顶点 总 数 的 自然 数 ) 至 少 邻 接 到 
第 二 组 顶点 中 的 个 顶点 的 时 候 ， 它 才 有 一 个 从 第 一 组 顶点 
到 第 二 组 顶点 的 匹配 。 这 个 条 件 又 叫做 “ 相 异性 条 件 ”, 是 判断 
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-个 人 图 ， 邵 果 它 的 第 一 损 预 点 由 每 个 
边 (t 有 个 人 人 全 组 下 的 自 
然 数 )， 而 它 的 第 顶 关于 ey 那 
么 这 图 存 六 一 个 从 
个 判断 匹 本 存在 的 充分 尔 件 ， 但 不 必要 和信。 

我 们 举 个 例子 米 说 明定 理 的 应 用 。 

有 5 个 学 术 委员 会 ， 想 分 别 从 5 位 学 者 中 赣 请 1 位 学 者 
担任 委员 会 主任 ， 而 每 个 委员 会 主任 只 能 从 本 委员 会 的 成 员 
中 选择 。 已 知 每 个 委员 会 至 少 有 这 5 名 学 者 中 的 3 名 学 者 参 
加 ， 又 知道 每 个 学 者 至 多 参加 了 3 个 委员 会 ， 问 委员 会 的 人 
选 是 若 能 顺利 解决 ? 

令 5 个 顶点 对 应 5 个 学 术 委员 会 ， 作 为 偶 图 的 第 一 组 项 
点 用 另外 5 个 顶点 对 应 5 位 学 者 ， 作 为 偶 图 的 第 二 组 顶 
在 学 者 和 他 参加 的 委员 会 之 闻 连 边 。 由 于 这 个 侦 图 的 第 
一 组 项 点 中 的 每 个 顶点 至 少 关 洋 3 条 边 ， 而 第 二 组 项 点 中 的 
每 个 顶点 至 多 关联 3 条 边 ， 选 取 # = 3 ， 和 祖 据 第 二 条 定理 ， 
这 个 偶 图 是 存在 从 第 一 组 顶点 到 第 二 组 顶点 的 一 个 匹配 的 ， 

任 人 选 问题 是 能 够 顺利 解决 的 。 
进一步 明确 的 一 点 是 : 如 果 一 个 偶 
组 顶点 中 每 个 质点 恰好 和 上 条 边关 联 ， 箱 它 的 
第 二 组 硕 点 中 每 个 项 点 也 恰好 和 上 条 边 鞠 联 ， 那 么 匹配 也 邢 
存在 的 ， 这 里 就 不 再 举例 说 明了 。 


对 弈 中 的 制胜 之 道 
智力 游戏 中 存在 兰 大 只 的 两 人 对 弃 ， 如 下 象 猎 、 围 殿 


识 。 在 对 赛 巾 ， 对 鲜 个 人 来 说 ， 都 存在 起 始 布局 、 得 胜 布局 
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或 和 局 以 及 允许 
局 经 过 一 系列 人 允 ; 


等 。 所 谓 “ 对 策 ” 
步 和 中 间 布 局 到 达 得 


是 找 一 条 从 起 禾 布 
布局 的 通路 。 现 


在 ， 我 们 误 一 种 在 较 简 单 的 “ 火 紫 游 戏 ? 采 说 明 怎 样 利用 但 加 
找 一 条 这 样 的 通路 。 
问题 是 这 样 的 ，-… 堆 火柴 六 10 根 ， 选 于 ac 和 5 轮流 了 


火柴 ， 每 次 只 :能 取 1 机 泊 2 根 ， 但 是 
到 最 后 1 根 就 算得 胜 。 何 ， 必 能 取胜 ? 

我 们 作 一 个 相应 的 侦 图 来 解 这 个 问题 。 

4 、 习 两 选 手 各 自 面 对 的 可 能 布局 ， 就 是 火柴 根 数 ， 兴 
有 0 到 10 这 11 种 。 在 图 127 中 我 们 用 商 排 顶点 ,每 排 全 个 ， 
来 对 应 这 些 布 局 ， 设 上 面 一 排 遍 点 直选 于 a 所 对 应 的 布局 ， 
下 面 一 排 是 选 于 5 所 对 应 的 布 启 。 

下 一 步 再 确定 偶 图 的 边 。 如 兴 选 手 4 人 菜 个 布局 走 了 一 
步 后， 可 以 到 达 5 的 -- 个 布局 六 应 
之 间 连 一 条 边 。 同 样 ， 和 如果 从 荣 个 布局 出 发， 走 一 步 后 可 
以 到 达 “ 的 某 个 布局 ， 就 在 这 两 个 布局 对 应 的 顶点 之 间 辽 六 
上 一 条 边 。 例 如 ， 假 如 s 先 走 ， 他 所 面临 的 布局 是 0”， 
那么 ， 如 果 他 取 工 根 火 紫 ， 就 可 以 走 到 8 的 “9 ”这 个 布 
局 ， 也 就 是 使 6 面临 $9 ”这 种 布局 如果“ 取 2 银 火 紫 ， 就 
可 以 走 到 5 的 “8” 这 种 局 面 。 办 此 ， 企 < 的 所 90” 和 的 
“8”、“9 ?之 间 , 变 各 途上 一 条 边 。 这 里 的 一 条 边 就 对 应 - -个 
“允许 措 步 ”。 假 如 5 先 走 ， 也 同样 可 以 连 上 一 系列 的 边 。 

采取 以 上 的 步骤 ， 我 们 可 以 得 到 如 图 127 所 示 的 一 个 惕 
图 。 

现在 ， 求 得 胜 对 策 的 问题 就 变 成 了 求 个 图 中 一 条 从 起 始 
布局 到 得 胜 布局 的 通路 了 。 人 这 个 图 里 ，6 的 “0” 是 4 的 
最 终 得 驻 布局 ， 而 6 的 “0 ”是 上 的 最 终 得 胜 布局 。 如 果 4 


取 。 是 个 选 节 区 
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尺 最 后 的 胜利 者 ， 他 的 起 始 布 局 到 底 是 4 的 “10” 还 是 6 的 
“10”， 就 是 到 底 是 4 先 走 还 是 5 先 走 ， 这 要 经 过 一 步 步 分 
妇 才 能 确定 。 整 个 分 析 的 过 程 ， 是 由 一 方 最 后 的 得 性 布局 开 
交 ， 硕 茧 摸 瓜 ， 由 后 向 前 找 适 路 ， 坦 到 确定 起 始 布局 也 就 是 


谁 先 走 为 止 。 
下 面 我 们 就 以 a 作为 得 胜 者 ， 结 合 图 127， 说 明 这 条 道 
路 的 找 法 。 


如 果 “ 取得 了 胜利 ， 就 是 他 拿 走 了 最 后 1 根 火柴 ， 那 么 

这 时 台 就 处 在 0 ”这 种 局 面 ， 这 个 布局 是 a 的 得 胜 布局 ， 疗 
时 也 是 的 失败 布局 ， 我 们 就 从 这 一 步 开始 往 回 推 。 要 使 6 
最 后 处 在 *0”， 在 前 一 步 ，a 必须 处 在 * 1 "或 *2 ”这 两 种 布 
局 之 一 才 行 ， 而 要 保证 4 能 处 在 *1 ?或 “2 ?这 两 种 布局 之 
一 ， 那 么 再 前 一 步 ，5 只 有 处 在 “ 3 ”这 种 布局 才 行 ， 这 时 ， 
无 论 总 怎样 取 火柴 ， 他 都 免不了 要 遭 到 最 后 的 失败 。 省 要 使 
已 处 在 “3 ?这 种 布局 ， 那 么 在 前 一 步 ，a 又 必须 处 在 *4 ”或 
“5 ?这 丙种 布局 之 一 才 行 。 这 样 往 回 推 下 去 ， 直 到 走 到 4 的 
“10? 这 个 布局 为 上 上 。 为 了 看 得 清楚 起 见 ， 我 们 把 在 找 通 路 的 
过 程 中 所 用 到 的 边 和 但 图 的 所 有 顶点 另外 郴 在 图 128 里 。 

从 图 128 看 出 ，“ 要 取胜 的 话 ， 他 必须 先 走 ， 并 且 第 一 
步 只 能 拿 1 根 火柴 ， 使 而 临 “ 9 ”这 种 局 面 ， 然 后 再 使 b 顺 
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次 面临 * 86”、“ 3 ?这 两 种 局 而 ， 这 样 最 后 的 胜利 一 定 是 属于 
4 的 。 图 128 里 从 G 的 “10”( 初 始 布局 ) 到 5 的 “0”( 得 胜 


布局 ) 之 间 的 一 条 通路 ， 就 是 a 取胜 的 一 理 走 法 。 对 二 6 来 
说 ， 他 面临 的 得 胜 的 布局 是 ，10、8、7、5、4、2、1s 而 对 
5 来 说 ,他 面临 失败 的 布局 是 ，9、6、3, 这 里 没有 各 局 布局 。 
当然 ， 如果 6 先 走 ， 并 且 总 把 失败 布局 9、6 、3 留 给 @ 
话 ， 取 胜 的 就 会 是 5 。 

在 火 紫 游 戏 中 ， 是 否 总 是 先 走 的 取胜 呢 ? 

我 们 再 看 看 下 面 这 个 问题 :一 堆 火 柴 有 15 根 ,玩法 同上 ， 
间 怎 样 走 才 能 取胜 ? 

我 们 用 同样 的 方法 来 作 一 个 偶 图 ， 并 且 用 同样 的 方法 找 
一 条 a 取胜 的 通路 ， 通 路 好 图 129 所 示 。 


1 1 1 2 8 7 #554 3 2 1 机 
5 只 2 2 
A A DA 
. NA / YY \ \ 
pd oo YY VAN 
15 14 43 12 11 访 9 .875 ff 3 2 190 
图 129 


从 图 上 看 型， 如 果 想 让 4 取胜， 那么 他 不 能 走 第 一 步 ， 
而 要 让 5 先 走 才 行 ,不 论 5 第 一 次 取 1 很 还 是 2 很 火 柴 , 只 要 
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4 项 次 把 12、9、6、3 的 局 面 留 给 5 ，9 就 一 定 会 取胜 。 
把 问题 再 改动 一 下 有 了 两 堆 火 紫 , 一 堆 有 40 根 ， 男 一 堆 
有 35 根 。a 、5 两 人 轮流 取 ， 每 次 只 能 从 一 堆 电 取 ， 可 以 取 
10 以 内 的 任意 概 数 ， 但 是 不 能 不 取 。 谁 到 到 最 后 镜 下 的 概 数 
不 超过 10 的 一 堆 火 柴 ， 淮 就 胜 。 癌 怎样 才能 取胜 ? 
这 个 问题 当然 也 能 作 图 来 解 ,不 过 太 麻 烦 了 ,我 们 这 里 给 
晶 另 一 种 解决 问题 的 方法 。 如 果 9 想到 胜 , 他 必须 先 取 , 并 且 
该 从 40 很 的 那 堆 火 染 里 取 走 5 根 ， 这 和 痒 ， 就 剩 下 两 堆 根 
数 相等 的 火 沫 给 5 了 。 这 时 ， 不 论 6 从 哪 一 堆 里 取 ， 取 走 多 
少 根 ，G 在 下 一 步 都 从 另 一 玲 里 取 走 相等 的 根 数 ， 这 入， 就 
又 把 根 数 相等 的 斋 堆 火柴 留 给 总 了 了。 这样 下 去 ， 直 过 最 后 也 
取 走 其 中 一 堆 ( 比 如 这 时 每 堆 只 剩 下 1 根 ， 那 么 5 不 得 不 取 
直 一 堆 )， 璋 下 的 六 一 堆 火 柴 ( 息 数 不 超 过 10? 关 
a 把 它们 全 取 走 , 了 是 4 必然 取胜 。 在 这 个 问题 里 ,关键 抑 步 
可 是 把 极 数 相等 的 两 堆 火 紫 留 给 对 方 ， 那 么 先 走 
从 以 上 这 几 种 火柴 游戏 来 看 ， 好 象 两 人 人 对弈 这 类 游戏 ， 
似乎 都 有 一 种 固定 的 走 法 ， 事 先 由 谁 先 走 谁 后 走 就 能 确定 谁 
输 谁 启 。 对 于 十 分 简单 的 对 赛 来 说 ， 由 于 各 种 布局 和 人 允许 械 
步 种 类 比较 少 ， 这 种 * 未 下 先知 ”的 情况 是 可 能 的 。 然 而 ,对 
于 十 分 复杂 的 对 弈 来 说 ， 由 于 各 种 布局 的 数目 繁多 ， 各 布局 
之 间 的 其 系 又 错综复杂 ， 因 此 要 想 预 先 确定 一 条 必 星 的 通路 
是 十 分 困难 的 ， 几 平 是 不 可 能 的 。 例 如 ， 对 于 围棋 来 说 ， 它 
的 布局 的 种 类 大 约 是 1.7x 1017* 种 ,这 在 有 限 的 时 空 里 ， 是 
无 法 用 作 图 的 方法 或 共 他 万 法 来 事先 求 出 必 胜 的 对 策 的 。 所 
以 在 实际 下 棋 的 了 时候 , 尽 可 放心 大 胆 地 走 , 不 必 过 多 考虑 谁 先 
谁 后 的 问题 ,因为 这 和 最 后 的 取胜 几乎 没有 什么 必然 的 联系 。 
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狐 习 十 五 


1. 某 人 要 携带 一 只 羊 和 两 捆 草 过 河 。 波 船 每 次 只 能 哉 
个 人 和 一 开 东 西 过 河 。 如 有 果 把 羊 和 一 搁 草 留 下 ， 羊 就 会 吃 
草 。 问 这 个 人 应 该 怎样 安排 过 河 ? 

*2。 三 个 女孩 子 和 各 自 的 父亲 来 到 河 边 准备 过 河 。 河 
边 只 有 一 只 小 船 ， 每 次 最 多 乘 两 个 人 。 由 于 三 个 女孩 子 出 了 
个 淘气 的 主 总 ， 每 个 人 不 能 在 和 自己 的 父亲 分 开 的 时 候 而 和 
别人 的 父亲 一 起 乘 船 或 待 在 岸上 ， 这 样 使 渡河 的 情况 变 复 杂 
了 。 但 是 三 位 父亲 还 是 想 了 个 办 法 ， 妈 满足 了 女孩 子 们 的 淘 
气 主意 ,又 渡 过 了 河 , 这 个 渡河 办 法 是 怎样 的 呢 ? 说明 :每 
个 人 都 可 以 自己 单独 划船 》 

*3。 一 个 密码 锁 有 3 个 红 扳 键 和 3 个 黑板 键 。 关上 的 
时 候 6 个 扳 键 都 在 上 方 。 如 果 把 8 个 扳 键 都 扳 到 下 方 ， 那 么 
锁 就 打开 。 洛 同一 方向 《由 上 往 下 或 相反 ) 每 次 至 多 可 以 连 
续 扳 两 个 键 ， 然 后 改变 方向 ， 否 则 要 报警。 无 论 让 上 方 或 下 
方 ,如 果 有 红色 键 ,那么 个 数 不 得 少 于 黑色 键 ， 否 则 也 报警 。 
问 应 该 管 祥 开锁 9 

4。 星期 一 上 午 有 四 节 课 ， 语 文 、 数 学 、 地 理 、 体 育 。 
课 有 事 ， 数 学 老师 第 一 、 第 四 节 课 3 地 
节 课 要 准备 绘制 挂图 ， 体 育 老师 前 三 节 课 
要 准备 运动 会 事宜 。 问 怎样 安排 课程 表 ， 才 能 在 各 位 老师 有 
时 间 的 时 候 上 课 ? 

5。 有 时 个 小 伙 了 和 个 姑娘 参加 舞会 。 已 知 每 个 小 伙 
子 至 少 认识 2 个 姑 女 ， 而 每 个 站 娘 至 多 认识 2 个 小 伙 子 。 证 
表 。 可 以 把 所 有 有 参加 辩 会 的 小 伙 子 和 好 粮 分 成 # 对 ， 使 得 伍 
~ -对 舞伴 中 的 小 伙 子 和 姑娘 是 彼此 认识 的 。 
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6。 其 杂志 社 发 表 了 10 个 题目 征求 答案 。 读 者 寄 来 答 
案 后 ， 编 辑 部 对 每 个 题 日 挑 出 了 2 份 答案 以 备 选用 。 后 来 发 
现 ， 这 20 份 答案 正好 是 10 个 请 者 提出 的 ， 并 且 每 个 人 正好 
提供 了 2 个 不 同 问 题 的 答案 。 证 明 ， 编 辑 部 可 以 这 样 发 表 答 
案 : 每 个 题目 的 答案 发 表 一 种 ， 并 且 使 得 10 个 谈 者 中 每 一 
个 人 答 好 对 其 中 一 个 问题 作 了 解答 。 

7， 两 个 箱子 分 别 装 有 65 个 和 50 个 球 。 甲 、 乙 两 人 轮 
流 从 箱子 里 取 球 ， 每 次 可 以 从 任 一 个 箱子 里 取 任意 多 个 球 
《当然 不 会 超过 箱子 里 球 的 总 数 )， 但 是 不 能 不 取 。 谁 取 到 最 
后 的 球 谁 就 胜 。 问 怎 伴 取 球 才 能 取胜 ? 

8。 二 堆 火 紫 ， 每 堆 10 根 。 甲 \ 乙 两 人 轮 湾 取 火 紧 ， 等 
次 只 能 从 一 推 里 取 ， 可 以 取 任 意 根 ， 谁 取 到 最 后 的 火柴 谁 就 
胜 。 问 应 该 怎样 取 才 能 取 脏 ? 

9。 20 根 火柴 ， 甲 、 乙 两 人 轮流 取 。 每 次 至 多 拿 4 根 ， 
至 少 拿 1 很 。 谁 取 到 最 后 的 火柴 谁 就 胜 。 问 应 该 念 样 取 才 能 
取胜 ? 

*10. 有 一 种 游戏 叫做 “ 抢 100?。 甲 、 乙 两 人 轮流 依次 报 
数 ， 从 1 报 起 ， 报 的 数 个 数 限 在 10 以 内 ， 但 是 不 能 足 0 。 前 
一 个 人 报到 某 数 ， 后 一 个 人 就 从 下 一 个 数 接着 报 下 去 ， 谁 先 
报到 100 谁 就 赢 。 问 怎样 报 数 才能 取胜 ? 
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1 见 图 130。 
2 见 图 131。 


甲 丙 


图 130 图 131 


说 明 ，4 和 之 间 虽 然 没有 直达 班机 ， 但 是 出 于 4 和 如 之 间 、 
吾 和 口 之 闻 都 有 直达 班机 ， 因 此 4 和 品 之 间 存 在 空中 通路 其 余 类 
推 , 

3. (4)、(5) 是 简单 图 ，(c ) 是 带 环 图 ， 不 是 简单 图 ， 也 不 是 多 
重 图 ，(d])、(e) 是 多 重 图 。 

*4， 为 了 证 明 这 道 题 ， 需 权 用 到 顶点 的 度数 和 图 的 总 度 数 这 些 概 
念 。 如 果 让 参加 宣 会 的 人 作为 图 的 项 吉 ， 两 个 熟人 摄 一 次 手 就 在 他 们 
对 应 的 顶点 之 间 连 上 一 条 边 。 这 样 ， 一 个 人 握手 的 次 数 就 相当 于 他 所 
对 应 的 顶点 的 度数 。 册 于 图 上 顶点 度数 的 疙 积 2 吉 是 惕 数 ， 所 以 ， 如 
果 有 奇数 度数 的 顶点 (相当 于 担 过 奇数 次 手 的 人 ) 的 话 ， 那 么 ， 音 数 良 
数 的 顶点 一 定 要 有 候 数 个 ， 才 能 保证 图 的 总 度数 是 悍 数 。 这 就 可 以 证 
得 : 在 宴会 上 担 过 奇数 次 手 的 人 一 定 有 偶数 了 。 

此 仍旧 利用 图 的 总 度数 4 是 但 数 的 关系 。 让 图 的 顶点 对 应 参加 


127 


学 术 讨论 会 的 人 ， 两 个 人 讨 伦 过 问题 ， 就 在 他 们 对 应 的 顶点 之 问 演 上 
一 条 边 。 这 样 ， 某 个 顶点 的 度数 就 是 和 过 问题 的 
数 。 由 于 每 个 人 至 少 和 3 个 人 讨 
dz2P3X263 一 
又 由 于 d 一 定 是 鲁 数 , 而 789 是 个 寄 数 ， 因 比 df 他 少 是 个 个 小 于 
789 的 偶数 ， 有 : 


GZ2789 十 1 一 790。 
这 样 ， 图 上 至 少 有 一 个 顶点 的 度数 大 于 或 等 于 4， 因而 这 个 顶点 
所 对 应 的 人 至 少 和 4 位 学 者 讨论 过 问题 。 


练 习 二 


1 从 4 点 到 了 点 的 通路 ， 一 条 是 简单 通路 (4， 妃 , C，P，G， 
五 ， 了 了 7)， 长 度 是 7。 另 外 还 可 以 有 两 条 有 边 重复 的 非 简单 通路 ， 
可 以 任 管 一 条 : (4, B,C, D, E, D, C, F, G,，H, I, 1), 长 
度 是 11; (4 BB，C，D，C，F，G， 日 ，1，7)， 长 度 是 9。 

2 图 16 上 有 3 条 不 同 的 简单 回路 ， 它 们 是 : (A, FE,，G， 
C，B，4A)， 长度 是 6; 《4 F，E，DD，C，B，A)， 长 度 也 是 6; 
《EE， 喇 ，C，G，EB), 长度 是 4。、 

3， 先 给 过 富 的 各 路 口 和 死角 分 别 标 上 数字 1，2，…，26， 如 图 
132(a) 所 示 。 然 后 根据 迷 官 的 连通 情况 ， 肯 而 出 图 132(5)， 从 图 132 
《5) 可 以 畴 出 顶点 4 和 C 是 有 路 可 以 连通 的 ， 而 4 和 避 是 无 路 可 以 


图 132 


连通 所， 其 中 通 路 (4，7，9，11，13，15，16，18，20，C) 是 如 到 
C 的 最 近 的 通路 。 对 应 迷宫 的 图 182(5) 是 个 不 连通 的 图 ， 它 胆 2 个 过 
通 支 。 


练 习 三 


1， 图 23(0)、(5)、(4) 都 能 一 笔画 出 ,而 图 23(0) 不 能 一 笔 画 
出 ， 记 为 它 有 4 个 3 度 的 顶点 ， 娘 23(5) 的 起 点 必须 选择 精 国 图 形 中 
的 硝 数 顶点 。 

2. 由 于 图 24 里 对 应 每 个 交叉 路 口 的 顶点 的 度数 都 是 锡 数 ， 因 
些 这 是 个 一 笔 丽 ， 所 以 园丁 的 打算 是 可 以 实现 的 。 

3. 对 应 哥 尼 斯 侈 问题 的 图 如 本 
图 133。 图 上 的 4 个 顶点 对 应 哥 尼 
斯 堡 的 4 块 陆地 ，7 条 边 对 应 7 座 


桥 ， 原 来 的 问题 变 成 了 判断 这 图 是 4 ? 
不 是 一 第 画 。 

由 于 图 上 4 个 顶点 的 广 数 都 是 Dp 
奇数 ， 根 据 欢 勒 定理 ， 这 加 不 能 一 国 133 


笔 丙 出， 因而 哥 尼斯 堡 的 七 括 问 题 的 管 来 是 不 可 能 。 

*4， 给 图 26(0) 图 各 块 分 别 标 上 4、8, CD、 EF, GH 
和 如 图 134(a) 所 示 。 然 后 画 出 相应 的 8 个 顶点 ,如 图 134(a )。 当 图 134 
{9) 上 两 块 之 闻 有 一 条 公共 边 的 时 候 ， 就 在 图 134(6“) 上 对 应 这 两 块 的 


图 134 
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顶点 之 闻 连 上 一 条 边 。 这 拌 ， 判 断 一 条 折线 能 否 穿 过 图 26(6) 里 各 边 
一 次 ， 就 变 成 了 判断 图 134(a") 是 不 是 一 笔画 的 问题 了 。 

由 于 图 134(o 仆 里 4、B、F、G 4 个 顶点 的 度数 都 是 奇数 ， 这 图 
不 能 一 笔画 出 ， 因 此 对 于 图 26(4) 来 说 ,是 不 存在 一 条 能 穿 过 图 上 各 边 
一 次 的 折线 的 。 

采用 同样 的 方法 可 以 画 出 图 26(8) 图 的 分 区 图 和 对 应 图 ， 如 图 135 
(85) 和 (6')。 由 于 图 135(51) 除 A、B 2 顶点 的 度数 各 是 5 外， 其余 各 
顶点 的 度数 都 是 俩 数 ， 所 以 只 要 以 4、 卫 作为 起 点 和 终点 ， 就 可 以 一 
笔画 出 。 因 此 对 于 图 26(b) 来 说 ， 是 存在 一 条 穿 过 图 的 各 边 一 次 的 折 
线 的 。 


图 135 


练 习 四 
1、 天 4 如 136(0) 所 示 ， 天 ,如 图 136(6) 所 元 


CR C6) Ko 
图 136 
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2， 下， 下 生 是 一 笔画 。 开 ji， 环 由 不 是 一 笔画 。 
3. 相当 于 已 知 完全 图 到, 的 边 数 是 66 条 ， 求 它 的 顶点 数 n。 
根据 完全 图 边 数 公式 ， 有 : 

Ci=n(n—1)/2=66, 


人 解 方程 有 nm 一 一 132 一 人 

(n+11)(n—12)=0, 
求解 ， 有 二 一 11， #8 二 12， 
又 由 于 实际 问题 要 求 TDP 


所 以 ， 取 # 一 12， 就 是 有 12 人 参加 了 会 议 。 

4， 证 独 ， 由 题 意 可 知 ， 长 ,的 项 点数 n 至 少 是 7。 不 失 一 般 性 ， 
设 下 ,里 顶点 6, 关联 8 条 红色 的 边 到 顶点 63、6s、63、gs、6Gs、g7。 
册 于 是 完全 图 ， 因 此 顶点 0, 到 a; 之 间 必 然 包 含 一 个 天， 

由 “红色 此 ,或 蓝 色 玉 ,” 一 节 所 讲 的 内 容 可 知 : 在 疙 4 里 或 者 有 
一 个 蓝 色 的 天 ,， 或 者 有 一 个 红色 的 天: 

当 c 到 4; 所 包含 的 久 , 里 有 一 个 红色 的 长 ,的 时 候 , 比 如 由 边 (03， 
4 )、(4，,，04)、(4s，44) 组 成 ， 这 样 ， 这 3 条 边 和 由 44 引出 的 3 条 
红色 边 (G4 ，94)、(g4, 964)、(94104) 就 组 成 了 KK, 颗 一 个 红色 的 民 ，， 
如 图 137(o) 所 示 ， 图 上 实 线 表示 红色 边 。 


ay 


a a aa eg pas 
qs 
a a 
h /7 
a as 
a 6 
by 
， 《a? ‘ 
图 137 


神 当 ,到 = 所 包含 的 天, 里 有 一 个 蓝 色 的 天, 的 时 异 ， 比 如 由 边 
《as，90、(o4，9)、(ar，07) 组 成 , 那么 这 个 玉 , 也 就 是 天 中 的 蓝 
色 天 如 图 137(t， 疼 上 虚线 霄 示 蓝 色 这 。 
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时 ， 证 明 : 设 ， 攻 ,的 顶点 是 0 到 cy。 每 个 顶点 头 联 8 条 边 ， 其 
市 至 少 有 4 条 边 涂 同 一 各 颜色。 下面， 分 两 种 情况 分 别 加 以 讨论 

《1 ) 如 困 天 里 有 一 个 顶点 ， 比 如 0 有 4 条 蓝 色 的 边关 联 到 顶点 
23,039,944, 如 图 138(9) 所 示 ,根据 题 设 、 下 ,的 任意 一 个 太 , 里 至 少 
有 一 条 红色 边 ， 因 此 在 由 顶点 ai，qi，@: 组 成 的 久 里， 由 于 边 
(aa (04104) 都 涂 上 了 蓝 色 , 因此 边 (c;，as) 必然 要 涂 上 红色 。 间 
雯 道理 ， 在 由 顶点 gc: 和 ci1、9:、Gi、9s 组 成 的 其 他 的 5 个 天 ,里 , 由 
于 其 中 由 @ 引 出 的 2 条 边 都 已 经 涂 上 了 蓝 色 ， 因 此 剩 下 的 一 条 边 必 然 
要 涂 上 红色 。 这 样 ， 边 (cj，mi)、(aj，0]、(a:，94)、(Gs，40)、 
《ai，os) 就 都 涂 上 了 红色 ， 它 们 和 边 (92，9;) 一 起 ， 正 好 组 成 了 一 个 
红色 的 Q， 图 上 实 线束 示 红色 边 ， 庶 线 表示 蓝 色 边 。 
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al Cb) Ce 
四 138 

《2 ) 和 如果 攻 ,里 没有 一 个 顶点 关联 4 条 以 上 蓝 色 的 边 ， 也 就 是 说 ， 
下 ,中 每 个 顶点 都 关联 至 少 5 条 红色 的 边 。 这 时 ， 五 * 中 必然 有 一 个 顶 
点 关联 6 条 以 上 红色 的 边 ， 因 为 如 果 每 个 预 点 恰好 关联 5 条 红色 边 的 
话 ， 那 么 对 应 这 些 红色 边 的 顶点 度数 是 5x 9 二 45。 由 于 一 条 边 正好 对 
应 2 度 ， 所 以 ， 若 乎 条 边 ， 比 如 m 条 边 ， 所 对 应 的 度数 是 2m 度 ， 一 
定 是 惕 数 ， 然 而 ，45 却 是 个 育 数 ， 它 不 能 对 应 整数 条 红色 边 ， 因 此 ， 
下 ,里 红色 边 所 对 应 的 度数 总 和 应 访 是 一 个 至 少 大 于 45 的 偶数 ， 这 
样 ， 攻 ,里 六 少 机 有 一 个 顶 点 有 $6 度 对 应 红色 边 , 就 是 说 这 个 顶点 至 少 
村 关联 6 条 红色 边 才 行 、 我 们 设 这 个 顶点 是 *， 它 有 红色 边关 联 到 顶 
点 ai、a:、01、a:、0s、q1， 这 时 ， 我 们 再 分 几 种 情况 进行 讨论 ， 
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一 是 如 果 人 顶点 0 和 6G，、44、oy、94、4; 之 间 有 3 条 蓝 色 的 边 , 化 
如 是 (03，9,)、(9,，94)、{0s，9s)， 如 图 138(8) 所 示 ， 那 么 很 所 
“任意 一 个 长 , 里 都 宇 少 含有 一 条 红色 边 * 这 个 条 件 ，(6s，9])、{oi、 
as)、{as，4as) 都 必然 是 红色 边 ， 它 们 和 由 at 引出 的 3 条 红色 边 (eu 
3)、(94，94)、(4,，#s) 组 成 了 一 个 红色 的 Kl。 

{i 让 ) 如 果 顶 点 4, 和 4s、as、4s:、4s、91 之 闻 设 有 至 少 3 条 蓝 色 的 
边 ， 那 么 一 定 有 至 少 3 条 红色 的 边 , 设 是 (as，as)、(84、03)、(@j 
445). 如 图 138(c) 所 示 。 又 由 于 顶点 ay、a4、4s 组 成 的 天 ,里 ， 也 至 少 
有 一 条 红色 的 边 ， 比 如 (9s，aW) 是 红色 边 , 这样 边 (4;，61)、{6s， 
0) 、《44，04) 和 由 ,引出 的 红色 边 (o4，， ag)、(q 04、 (a 04) 
就 组 成 了 一 个 红色 的 天,， 如 果 由 顶点 69,，03%、0: 组 成 的 下 ,里 的 红 
色 边 不 是 (9,，54) 和 是 (a4,，9s) 或 {9,，4，)， 也 同样 能 组 成 一 个 红色 
的 互 ta 

于 是 在 各 种 情况 下 ， 都 可 以 正明 天 ,里 存在 一 个 红色 的 区 4。 

#6. 可 以 用 上 题 作 为 这 个 问题 的 数学 模型 。 令 9 个 人 对 
9 个 顶点 。 2 个 人 彼此 认识 ， 就 在 他 们 对 应 的 顶点 之 间 涂 上 
2 个 人 不 认识 ， 就 在 他 们 对 应 的 项 点 之 间 涂 上 蓝 色 边 ， 由 于 任意 3 个 
人 之 闻 都 至 少 有 2 个 人 彼此 认识 ， 可 知 KK, 里 任意 一 个 玉 , 都 至 少 有 
一 条 红色 边 ， 这 样 ， 由 上 是 证 得 ,里 存在 一 个 红色 的 外;, 就 可 以 证 
得 9 个 人 中 有 4 个 人 彼此 认识 。 


练 习 五 


T， 图 36(a) 是 殉 勒 图 ”也 是 哈密 顿 图 图 36(b) 是 殉 勒 图 , 不 是 
哈密 顿 图 ， 图 36(e) 是 哈密 顿 蜀 ， 不 是 欢 惑 图 ， 图 36(4) 虐 不 是 网 茵 
图 ， 世 不 是 哈密 顿 图 ， 但 是 有 哈密 赂 通路 。 . 

2. 设 . o、b 是 8 位 语言 学 家 中 的 任意 两 位 , v, 到 v0， 类 示 9 种 不 
局 的 语言 。 . 

由 于 每 位 语言 学 家 都 至 少 会 讲 9 种 语言 中 的 5 种 ， 不 失 一 般 性 ， 
设 4 会 讲 语言 0, 到 v，,。 如 图 139(0) 的 左 半 部 ， 把 顶点 a 和 顶点 v4 到 
1 之 闻 分 别 连 上 边 。， 又 由 于 6 会 讲 的 5 种 语言 中 至 少 有 一 种 和 4 会 讲 

133 


的 语言 相同 ， 比 如 v,。 把 顶点 8 和 顶点 vs 到 vs 之 间 也 分 别 连 上 边 ， 
如 图 139(4) 的 右 半 部 所 示 ， 这 样 ， 在 8 位 学 者 中 , 任意 两 位 学 者 都 至 
少 有 一 种 语言 是 他 们 都 会 讲 的 ， 也 就 是 说 ， 8 位 语言 学 者 中 ， 任 意 两 
个 人 都 可 以 交谈 。 对 应 8 位 学 者 彼此 可 以 交谈 的 情况 ， 再 作 一 个 图 ， 
就 可 以 得 到 一 个 天,， 它 的 8 个 顶点 代表 8 位 学 着 ,而 边 表示 所 关联 顶 
点 对 应 的 两 位 学 者 可 以 彼此 交谈 ， 如 图 139(8) 所 示 。 


证 由 


下 


Cay [ 
图 139 

这 样 ， 找 一 个 座位 安排 问题 就 变 成 了 如 图 139(6) 里 的 一 条 哈密 顿 
回路 同 题 了 。 由 于 长 ,里 不 同 的 哈密 顿 回路 共有 71/2 种 ， 因 此 8 位 学 
者 围 着 圆桌 开会 , 可 以 任意 安排 座位 (因为 每 两 个 人 彼此 者 可 以 交谈 )， 
但 不 同 的 安排 方式 共有 7172 种 。 

由 这 个 同 题 ， 可 以 推广 到 求 一 般 的 完全 图 天 ,的 哈密 额 回路 条 数 
问题 ， 对 于 有 个 顶点 (n 之 3) 的 完全 图 来 说 ， 它 总 是 存在 哈密 顿 回 路 
的 ， 并 且 不 同 的 哈密 顿 回路 共有 {n 一 1)1/2 条 。 

#43， 设 : 6 个 项、5、c、d、e、f 表 示 6 个 男孩 ， 而 6 个 顶点 
a/、b*、c'、d/、e’、f! 表 示 6 个 女孩 ， 由 于 每 个 男孩 可 以 和 任意 一 
个 女孩 相 邻 ， 而 和 其 他 男孩 不 相 邻 ， 这 样 在 顶点 6 和 顶点 8 到 六 之 
中 每 一 个 都 有 边关 联 ， 而 在 顶点 a 和 顶点 6 到 f 之 同 没有 边关 联 ， 对 
顶点 5 到 下 作 同样 处 理 。 由 于 2 个 男孩 不 能 相 邻 ， 因 此 2 个 女孩 也 不 
可 能 相 邻 ， 就 是 顶点 a“ 到 六 之 闻 彼 此 也 没有 边关 联 。 这 祥 , 可 以 得 到 
图 140。 

于 是 ， 原 来 的 问题 就 归结 成 为 求 图 里 各 条 边 互 不 重合 的 哈密 顿 回 
路 的 条 数 。 这 样 的 哈密 顿 回路 共有 8 个 ， 它 们 是 : 

(a, a', b, b's cs oe!, d, dt, es et, fo f', 0); 
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网 140 


(a, ce!, Bb, dl, cs els dy ft, ey at, f, b', a)s 

(a, ep Bb, fy ec, a', d, be, et, f, d!, 0), 

它们 各 自 对 应 一 个 由 12 个 小 孩 组 成 的 加 图, 同一 个 男孩 在 不 同 的 
贸 图 里 和 不 同 的 女孩 相 第 ， 而 和 其 他 的 男孩 不 相 邻 。 


练 习 六 


T,， 仍然 采用 试探 的 方法 。 可 以 判断 这 3 个 图 都 有 哈密 顿 道路 。 
图 141 中 对 每 个 图 都 给 出 一 个 具体 的 解答 ,其 中 ,每 个 图 上 打 “ 人 ”的 
顶点 表示 通路 的 起 点 ， 打 “ 鼻 ” 的 顶点 表示 通路 的 终点 ， 用 简 头 浊 示 
通路 的 走向 。 


《3 (by 


图 141 


2. 设 : 了 个 项 点 对 应 了 个 小 孩 。 如 果 两 个 小 孩 彼此 认识 ， 就 在 
他 们 对 应 的 两 个 顶点 之 则 连 上 一 条 边 。 由 于 每 个 小 孩 至 少 认识 3 个 小 
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孩 ， 所 以 每 个 小 孩 对 应 的 顶点 都 至 少 关联 3 条 边 ， 也 就 是 每 个 顶点 的 
度数 至 少 是 3， 这样， 每 2 个 顶点 的 度数 的 和 就 区 少 是 6。 根据 判断 
定理 第 一 条 ， 这 个 图 是 有 一 条 哈密 顿 道路 的 ， 通 路 上 每 条 边关 联 的 顶 
点 所 对 应 的 两 个 小 孩 第 此 认识 。 因 此 ， 按 照 这 条 通路 上 顶点 的 顺序 把 
小 孩 排 成 一行 、 就 可 以 使 得 每 个 小 孩 和 他 相 邻 的 小 孩 都 认识 。 

3.。 设 : 8 个 顶点 对 应 8 种 原料 由 于 2 种 原料 搭配 成 一 种 菜 , 就 在 
它们 对 应 的 顶点 之 间 连 上 一 条 边 ， 由 于 每 种 原料 部 至 少 用 在 4 种 菏 
里 ， 也 就 是 它 至 少 分 别 和 4 种 不 同 的 原料 搭配 ， 所 以 每 个 顶点 的 度数 
至 少 是 4， 短 2 个 顶点 度数 的 和 是 8。 根据 判断 定理 第 二 条 ， 这 个 图 
是 有 哈密 顿 回路 的 ,在 这 条 长 度 是 8 的 回路 上 一 定 可 以 找到 4 条 彼此 不 
相 邻 的 边 ， 它 们 关联 的 8 个 顶点 彼此 是 不 相同 的 ， 这 正好 对 应 4 种 不 
同 的 菜 ， 它 们 包括 了 8 种 不 同 的 原料 

姥 用 黑色 和 白色 分 别 对 祺 盘 上 方 烙 的 项 点 进行 宗 记 ， 得 到 图 
142 。 

由 于 图 上 任意 ~- 个 “日 ” 字 对 
角 线 上 两 个 顶点 的 颜色 不 同 ， 所 以 
马 从 原 地 出 发 册 奇 数 步 后 只 能 跳 到 
和 出 发 点 颜色 不 同 的 项 点 于 去 。 比 

6 。 如 ， 如 果 马 原来 所 在 的 方 格 顶点 是 
区 142 标 成 黑色 的 ,那么 马 哎 奇数 步 后 ,只 
能 就 到 标记 是 白色 的 顶点 上 ， 秃 无 论 如 何 也 就 不 到 黑色 顶点 上 去 。 因 
此 ， 本 题 的 答案 是 ， 马 胱 译 数 步 后 ， 是 不 会 肪 回 原来 的 出发 点 的 。 

*5. 由 于 两 个 方 格 盘 都 是 黑 、 白 格 交错 的 ， 如 果 用 一 张大 小 是 两 
个 方 格 的 硕 纸 片 去 政 盖 ， 纸 片 每 次 恰好 盖 住 一 个 黑 烙 和 ~- 个 白 格 。 这 
样 ， 只 有 当 方 格 盘 上 黑 格 和 吉 烙 的 格 数 相 等 的 时 候 ， 才 有 可 能 被 若干 
张 硬 纸 片 独 益 完 ， 并 且 每 个 方 格 正好 被 重 盖 一 次 。 

图 46 (0) 的 方 格 斤 ， 黑 、 白 格 的 格 数 正 好 相等 ， 都 是 18。 因 此 
有 可 能 用 18 张 硬 纸 片 米 盖 完 ， 而 实际 上 确实 能 进行 这 和 神 履 盖 。 图 46 
(6) 的 方 烙 盘 ， 黑 烙 比 白 格 多 2 格 ， 因 此 无 法 月 若 干 张 硬 纸 片 把 方略 
盘 禾 盖 党 ， 
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6。 设 : 7 个 顶点 对 应 ? 门 不 同 的 考试 课程 在 不 是 辐 一 位 老师 教 
的 考试 课程 对 应 的 顶点 之 问 连 上 边 ， 那 么 图 上 的 边 就 表示 它 所 关联 的 
顶点 对 应 的 课程 是 可 以 安排 在 接连 的 两 天 里 进行 考试 的 。 

由 于 问 一 位 老师 教 的 考试 课程 服 多 是 4 门 ， 因 此 对 于 网 上 任何 一 
个 项 点 来 说 ， 它 至 多 和 8 个 顶点 不 邻接 ， 也 就 是 说 ， 它 至 少 要 和 和 另 
外 8 个 顶点 邻接 。 这 样 ， 这 个 图 的 每 个 顶点 的 度数 都 全 少 是 83， 因而 
每 2 个 顶点 的 度数 的 和 至 少 是 6 ， 根 据 哈密 顿 通路 判断 定理 第 一 条 
这 个 图 上 是 存在 一 条 哈密 顿 通路 的 。 又 由 于 通路 上 任何 一 
点 对 应 的 丙 门 课 不 中 加 一 位 洛 关 教 的 ， 所 以 ， 可 以 按 遇 
路 上 的 顶点 顺序 安排 T 门 课 的 考试 。 


1。 设 ， 4 个 顶点 表示 4 个 人 。 如 果 其 中 甲 比 乙 的 年 龄 大 ， 那 么 
有 有 向 边 : 甲 ， 忆 >， 对 应 本 题 的 有 向 图 如 图 143 所 示 。 


凡 


dd 一 ac d>a>b; db 


d>a>bre; d=>f rc; dei 
9 orf>gre, fr0; fre: 
fr9; f>g>e; ge 

3， 如 图 144 所 示 。 


137 


4. ”对 应 比赛 战绩 表 的 有 向 图 如 图 145 所 示 ， 其 中 有 向 边 是 这 样 
确定 的 :如 果 甲 战胜 了 乙 ， 就 有 边 < 甲 ， 乙 ;。 


《2) Ks (6) Ks ce ’ 
图 144 图 | 和 5 
其 中 ，B 是 8 胜 1 人 负 ， 得 胜局 最 多 ; 诉 巨 是 3 负 1 胜 ,得 败局 
最 多 。A、C、 品 都 是 2 胜 2 负 ， 胜 、 败 局 鼎 各 一 兴 。 
5. 图 54 (o) 是 强 过 通 图 ， 图 54 (5) 是 单 向 连通 图 ， 而 图 54 


(e) 是 蜀 连 通 图 ， 
练 习 八 


1. 以 下 几 组 加 是 同 构 的 : 
() (mm，(e) ; 

(2 (b), CW Cs 

(8 C0), (0D (DCA); 
(4) (9) (2 


图 60 (o) 的 两 个 图 是 同 构 的 ， 顶 点 的 对 应 关系 如 下 : 


Ws Hy bs uy ts us 


Ce 

图 60 (8) 的 两 个 图 不 是 同 构 的 ， 一 个 明显 的 事实 是 : 每 个 图 里 
都 从 有 2 个 度数 是 3 的 顶点 ， 其 中 诺 图 里 度数 是 3 的 两 个 顶点 0 和 
vi 邻接 ， 入 在 右 图 里 度数 是 3 的 两 个 顶点 码 、u 却 不 邻接 ， 因此 
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这 两 个 图 顶点 的 邻接 关系 是 不 相同 的 。 
图 69 (ce) 的 两 个 图 是 同 构 的 ， 它 们 顶点 的 对 应 关系 如 下 : 
直 图 bw 


| 
有 图 地 


] 
3， 有 3 个 顶点 4 条 边 的 无 环 的 非 同 构 的 无 向 图 有 4 个 ,如 图 
3146 所 示 ， 


二 全 全 


全 一 已 一 
LLELULE 
CADO 
ACENND 


图 147 


4， 有 414 个 顶点 5 荣 边 的 无 环 的 非 同 构 的 无 向 图 有 18 个 ， 如 图 
147 所 示 。 
练 习 九 
1。 各 关系 所 属 的 类 型 如 六; 
4.。 自 返 关东 ， 对 称 关系 ， 不 乱 递 关系 。 
5、 非 自 返 关系 ， 反 对 称 关系 ， 传 递 关 系 。 
6， 如 果 不 管 谁 高 淮 颖 ， 那 么 中 是 非 自 返 关系 
关系 ; 如 果 指 谁 比 谁 高 ， 那 么 到 
d， 非 自 返 关系 ， 反 对 称 关 
。. 如 果 不 管 避 个 数 大 哪个 数 小 ， 那 么 是 非 自 返 关系 ， 对 称 关 
系 。 非 传递 关系 :; 如 果 指 哪个 数 比 哪个 数 大 ， 那 么 是 非 白 返 关系 ， 反 
对 称 关系 ， 传 递 关系 。 
了 自 返 关 系 ， 对 称 尖 系 ， 传 递 关系 。 
非 让 返 关 系 ， 反 对 称 关 系 ， 传 递 关 系 。 
自 度 关系 ， 反 对 称 关 系 ， 传 递 关系 。 
自 返 关系 ， 反 对 称 关系 ， 传 递 关 系 。 
自 返 关系 ， 对 称 关系 ， 传 递 关 系 。 
” 自 返 关系 ， 反 对 称 关 系 ， 传 递 关系 。 
自 返 关系 ， 反 对 称 关系 ， 传 递 关系 。 
对 应 8 种 关系 的 图 如 图 148 所 示 。 


Dm 


Ce) hy) ey 
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《a) 是 自 返 关系 ， 芭 对 称 关 系 
对 称 关系 ， 传 递 关系 。 《ec) 是 不 各 


传递 关系 。 (8) 是 自 返 关系 ， 
返 和 不 非 自 返 关系 ， 对 称 关系 ， 不 


3。 各 图 所 下 示 的 关系 是 : 

(a) 非 自 返 关 菜 ， 对 称 关系 ， 不 传递 关系 。 

(6) 非 自 返 关 系 ， 对 标 关系 ， 传 递 关系 。 

(ce) 不 自 返 关系 和 不 非 自 返 关 紊 ， 对 称 关系 ， 冰 传递 关系 。 
《9) 自 返 关系 ， 对 称 关系 ， 不 传递 关系 , 

《e) 非 自 返 关系 ， 芭 对 称 关系 ， 不 传递 关系 。 

(月 非 自 返 关系 ， 反 对 称 关 系 ， 传 递 关 系 。 

《9gy 非 自 返 关 系 ， 对 称 关系 。 

{和 非 自 返 关系 ， 不 对 称 和 不 反 对 称 关系 ， 不 传递 关系 。 
人 非 自 返 关 系 ， 对 称 关系 ， 不 传递 关系 。 

念 自 返 关系 ， 对 称 关系 ， 传 递 关系 . 

(R) 自 返 关系 ， 反 对 称 关系 ， 不 传递 关系 。 

人 自 返 关系 ， 反 对 称 关 系 ， 丰 传递 关系 。 

《m) 自 返 关系 ， 反 对 称 关 系 ， 传 递 关 系 。 


练习 十 


1. 具有 3 个 顶点 的 无 向 树 只 有 1 种 ， 如 图 149 所 未。 
有 具有 3 个 顶点 非 同 构 的 有 向 树 有 3 种 ， 如 图 159 所 示 。 


人 AN 信人 入 


图 149 图 150 
具有 3 个 顶点 的 非 同 构 的 有 序 树 有 ? 种， 如 留 151 所 示 。 
2. 具有 5 个 顶点 非 同 构 的 无 向 树 有 3 种 ， 如 图 152 所 示 。 
*4.。 具有 了 个 顶点 非 同 构 的 无 向 树 有 11 种 ， 如 图 153 所 示 。 


ED 


‘9 153 


4. 要 进行 15 场 比赛 才能 决 出 冠军 。 

5. 在 图 79 的 树 中 。 

《4) 顶点 v4 的 父亲 是 v9; 

《5) 顶点 v4 的 儿子 是 v9， v4a; 

{《c) 顶点 v4 的 一 个 祖先 是 ii 

《9) 顶点 v 的 一 个 庆 代 是 v4s( 或 v46。 v47); 

(e) 以 顶点 ws 作为 树 根 的 子 树 由 图 154 里 感 线 框 里 的 图 组 成 ， 

(六 ”顶点 v2 的 子 树 共有 2 个 , 分 别 由 图 154 里 两 个 实 线 框 里 的 图 
组 成 。 

6。 对 图 ?9 的 各 条 边 排序 如 图 155 所 示 。 
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国 7154 


图 185 
了 ， 对 于 图 80 中 的 根 树 ， 用 三 种 方法 写 出 的 程序 如 下 ; 
(a) .B+x x x x Dx 
(8) (C(x, Ts 人 (xz 人) (xx 
[CE 
8 对 于 图 81 里 的 二 元 树 ， 用 三 种 方法 写 出 的 项 点 顺序 如 下 : 
(a) abdgehicfih; 
(BD) gdbheiacifh 
(c) gdhiebjhfeo, 


练习 十 一 


1.。 树叶 的 权 分 别 是 8、5、7、9 、10 的 最 优 二 元 树 如 155 图 
颖 示 。 它 的 权 
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is 


图 136 
它 的 权 为 w(T)=={ 8 二 5)x 3+(7+9+10)x 2 一 76。 
2. 酝 叶 的 权 分 别 是 2、4 、5 、 8 ，10、12、14、16 的 最 优 二 
元 树 如 图 167(4) 所 示 ， 


2 .46 8 1211 2 .46 8 10121416 
> 四 


Ce (03 
加 157 
它 的 权 为 w(7)=(2+4)x5T6xd4+(8+II+12)x 8 
十 (14 十 16)x 2 一 204。 
而 树叶 的 板 分别 同 上 的 一 哥 非 最 念 二 元 树 ， 如 图 157(8) 所 示 ， 空 
的 权 为 

wT 一 (2 十 4 十 6 十 8 二 10 十 12++14 十 16)x 8 一 216。 
3.、 最 小 支撑 树 如 图 158 所 示 。 这 棵 最 小 支撑 树 的 权 是 10。 
4. 最 小 支 择 树 如 图 159 所 示 ， 这 标 最 小 支撑 本 的 权 是 12。 
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“5， 分 两 种 情况 来 求解 。 
第 一 种 情况 :; 如 果 第 一 次 课 是 实验 课 ， 那 么 对 应 四 次 课 以 后 是 理 
论 课 或 实验 课 的 概率 树 如 图 160 所 示 。 


实 1 理 2 


图 160 
由 这 课 概率 料 可 以 计算 出 ， 如 果 第 一 次 课 是 实验 课 ，4 次 课 以 后 
上 实验 课 的 概率 是 : 


已 一 1 x1/2x 1 xX1/241x1/2x1/2x1/2=3/8, 
而 上 理论 课 的 概率 是 : 
. P,=1-P.=5/8, 
第 二 种 情况 ， 如 果 第 一 次 课 是 理论 课 ， 那 么 对 应 4 次 课 以 后 是 理 
论 课 或 实验 课 的 概率 树 如 图 161 所 1 
示 . 实 
由 这 标 概率 糙 可 以 计算 出 ， 姐 
果 第 一 次 课 是 再 论 课 ，4 次 襄 以 所 
上 实验 课 的 概率 是 ; 
P,=1/2x31x1/2x1/2T1/2 
X1A2X1X1A2 十 1A2 /2 


5 
KI/2X1/2=-] 。 


而 上 理论 课 的 概率 是 ; 
也 一 1 一 P -11716。 


练习 十 二 


1.。 本 99(a) 是 平面 图， 可 以 重新 把 它 画 成 一 个 没有 两 条 边 在 顶 
点 之 外 相交 的 图 ， 如 图 162(o) 所 示 、 


《a) C6) 
图 162 
99 (8) 图 是 个 非 平面 图 ， 实 际 上 它 包含 了 一 个 长 ,, :图 ， 如 图 
162() 里 实 线 图 部 分 所 示 。 


2、 原 图 是 个 平面 了 图， 图 上 不 相 邻 的 顶点 共有 8 对 : 4 和 C、P 
和 万 以 及 巨 和 C。 当 在 图 上 分 别 添加 上 边 (4, C)、(8B8,E),(E, C) 
的 时 候 ， 得 到 的 都 是 非 平面 图 ， 如 图 163 的 (0)、《8)、(c)， 所 .以 , 根 
据 极 大 平面 图 的 定义 ， 康 图 是 个 极 大 平面 图 。 


Ka) - £6) . Ce) 
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3， 图 101(a) 左 侧 包 含 了 一 个 长 ,: 图 ， 图 101(5) 上 部 包含 
一 个 天 * 图 ,分 别 如 图 164(a),(b) 里 的 实 线 图. 因此 根据 库 拉 托 夫 定理 , 


这 两 个 图 都 是 非 平面 图 
< \ 


、 | Ye 
a 人 
图 164 
4 具有 6 个 项 点 的 非 同 构 的 过 通 的 简单 非 平面 图 共有 13 个 ， 
如 图 165 所 示 。 
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练习 十 三 


1。 图 111(4) 顶点 的 色 数 是 4， 图 111 (8) 人 顶点 的 色 数 是 3, 图 
411 《c) 顶点 的 色 笋 是 4。 具体 的 着 色 方法 如 图 166 所 示 。 


图 166 
2. 图 112 (a) 有 限 区 成 的 色 数 是 3, 图 112 (5b) 有限 区 域 的 色 


《827 一 bY 
图 167 


所 示 ， 原 图 用 实心 点 和 实 线 夯 出 ， 对 假 图 用 空心 点 和 虚线 画 出 。 

4. 图 113 (9) 是 唯一 可 闭 色 的 ， 它 的 色 数 是 4， 它 一 共有 4 个 
色 组 ， 每 个 色 组 只 包含 一 个 顶点 , 而 图 113(8)、(e) 的 色 数 部 是 3,， 并 
县 都 不 是 唯一 可 着 色 的 。 


练习 十 四 


1。 如 图 169 所 示 。 图 上 标 出 了 用 所 给 算法 求解 过 程 中 走 到 的 所 
有 略 径 。6 点 到 > 点 最 短路 径 的 长 度 是 14。 

2。 如 图 170 所 示 。4, 到 C0, 最 短路 经 的 长 度 是 8, 这 是 的 最 短路 
径 不 是 唯一 的 。 你 能 再 找到 一 条 吗 ? 


2 A 84 2 4 


图 189 图 170 


3、 用 最 邻近 法 求 得 图 121 里 以 4 作为 起 点 和 终点 的 最 短 哈密 上 至 
回路 是 480， 如 图 17?1 (4) 所 示 。 实 际 上 的 最 短 哈 密 顿 问 路 的 长 度 是 
470， 如 图 171 (5) 所 示 。 


6 
2 2 
a a0 1 100 
a 0 
了 
ii “| A 
了 本 
Cay 2) 
图 171 
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练 避 十 五 
1. 对 应 这 个 问题 的 解 如 图 172 所 示 。 


《人 , 羊 ,蔓草 ;0 90m 2 《0; 估 : 羊 , 草 ; 草 ) 
( 草 , 草 : 人 , 半 )1 ?9: 鸭 ? 《人 , 羊 ; 草 , 章 ) 
(人 , 草 , 草 ; 革 )1 四 名 人 羊 ! 人 ,草草 》 
入 ! 人 , 草 羊 ) 各 冯 (人 , 羊 , 划 ; 草 ) 
图 172 


图 172 里 从 顶点 ws 到 "。 (或 相反 ) 的 这 条 通路 就 是 这 个 人 将 全 部 
东西 从 左岸 带 到 右岸 (或 相反 ) 的 具体 渡河 路 线 。 

民 .。 由 于 三 对 父 女 之 间 的 对 称 性 ,我 们 令 所 多 许 的 搭配 状态 是 《三 
父 三 女 ; 0),《 二 父 二 女 ; 一 父 -… 女 ), 等 等 ,这 里 的 “一 父 一 女 ”就 表 
示 一 位 父亲 和 他 的 女儿。 这样 ， 可 以 得 到 11 种 状态 ， 令 它们 对 应 11 
个 页 点 mw 到 pl， 在 经 过 一 次 滨河 后 可 以 互相 转化 的 状态 间 连 上 边 ， 
于 是 得 到 图 173。 设 三 位 父亲 和 女儿 开始 部 在 河 左 岸 。 


《三 父 三 妈 10) 


gD7 三 父 三 妈 ) 


划一 如 二 人 人 } 


从 图 173 可 以 看 出 ， 顶 点 os 到 ,1 之 同 有 一 条 通路 , 按照 这 条 通 
路 上 顶点 的 题 序 安排 过 河 ， 就 可 以 满足 三 个 女孩 淘气 的 主意 。 注 意 : 
这 条 通路 要 把 图 上 的 所 有 顶点 都 走 到 。 
*3。 这 个 问题 无 非 是 找 一 条 从 初 夫 状态 (6 个 键 部 在 上 方 ) 到 虹 
狼 状 态 〈6 个 键 部 在 下 方 ) 的 通路 ， 因 兹 解决 方法 和 解 渡河 问题 是 栓 局 
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的 。 令 对 ,, : 表示 上 方 键 的 允许 状态 ， 这 里 i、j 分 别 表示 红色 键 和 
黑色 刍 的 个 数 ， 令 了 ,, , 表示 下 方 键 的 允许 状态 ， 这 里 j 也 分 别家 
示 红色 键 和 黑色 键 的 个 数 。 这 样 ,上 、 下 方 所 允许 的 状态 各 是 9 种， 
各 对 应 9 个 顶点 ,如 图 174 所 示 。 在 互相 可 以 转换 的 顶点 之 问 连 上 边 , 然 
后 找 一 条 从 初始 状态 节 ;, s 到 最 终 状 态 了 ,, ;的 这 就 是 问题 
的 解答 .从 图 上 我 们 可 以 看 出 ,这样 的 通路 不 正 一 条 。 有 一 条 是 由 顶点 


MX 


和 
因 174 


站 Vesa Kya Yo s, Ka Yo,s, XoraVs,t, Fos, 
Ys、 廊 ，. .Ys, :组 成 的 ,这 条 通路 在 图 上 用 往 线 描 了 出 来 。 

4.。 设 顶点 v1、v2、v4、v4 分 别 对 应 请 文 老师 、 算 术 老师 、 地 
理 老师 、 体 育 老师 ， 顶 点 4 、 由 、um、t 分 别 对 应 第 一 到 第 四 节 课 。 

在 各 位 老师 和 他 们 能 安排 上 课 的 节 数 之 问 连 上 边 ， 这 祥 得 到 医 
175。 给 到 位 老师 安排 上 课时 间 的 问题 就 变 成 了 在 图 175 虹 找 一 组 区 
配 线 的 问题 。 这 组 匹配 线 如 图 里 的 粗 体 线 所 示 。 这 样 得 到 的 分 配方 案 
是 ， 语 文 老师 上 第 一 节 课 ,算术 者 。 所 》 竹 (好) 多 
师 上 第 二 节 课 ， 地 理 老师 上 第 三 节 罗 血 动 
课 ， 体 育 老师 上 第 四 节 课 。 

5.。 转变 成 证 明 相应 的 偶 图 存 
在 区 村 的 问题 。 令 顶点 v4 到 ,对 
应 9 个 小 伙 子 ， 顶 点 wa: 到 4 对 度 
# 个 姑娘 ， 在 彼此 认识 的 小 伙 子 和 
姑娘 之 间 连 上 边 ， 这 禅 可 以 得 到 一 ” 
个 偶 图 。 由 于 每 个 小 伙 子 至 少 认识 图 15 


35t 


2 个 姑娘 ， 第 一 组 顶点 v1 到 v, 中 的 每 个 顶点 都 至 少 关联 2 条 边 ， 就 
是 每 个 顶点 的 度数 至 少 是 2 ,而 由 于 每 个 姑娘 至 多 认识 2 个 小 伙 子 ,第 
二 组 顶点 4 到 4, 中 的 每 个 顶点 的 度数 至 多 是 2 。 令 1 一 2 ,这 样 ,根据 
判断 悍 图 匹 卫 存 在 的 第 二 条 定理 ， 侦 因 里 存在 从 第 一 肖 顶 点 到 第 二 组 
顶点 的 匹配 ， 这 个 匹配 给 出 的 正好 是 # 对 舞伴 的 搭配 关系 ， 在 每 组 舞 
伴 中 的 小 伙 子 和 姑娘 是 彼此 认识 的 。 

6. 仍然 变 成 证 明 偶 图 存在 匹 配 的 问题 。 令 顶点 到 ui。 对 应 
10 个 读 省 ， 顶 点 #4 到 wke 对 应 10 个 问题 。 在 读者 和 他 所 回答 的 问题 
之 闻 连 上 边 , 这 桩 可 以 得 到 一 个 侦 图 .根据 题 潮 ， 由 于 每 个 谈 首 正好 提 
供 了 : 个 不 同 问题 的 答案 ， 因 此 顶点 zx 到 v1, 中 的 每 个 顶点 度数 部 是 
2 。 而 由 于 每 个 问题 都 正好 有 2 份 答案 ， 就 是 正好 有 2 个 人 回答 ， 久 
直 顶点 到 ws 中 的 每 个 顶点 的 度数 也 都 是 2 .这 样 , 恨 据 判 断 侦 图 
亚 配 存在 的 第 2 条 定理 ， 令 1 一 2， 那么 这 惕 图 里 存在 苞 配 ， 这 组 区 
配给 出 了 10 个 读者 和 10 个 问题 (答案 ) 之 间 的 对 应 关系 ， 所 以 编辑 部 
的 打算 是 可 以 实现 的 。 

7。 第 一 个 取 球 的 人 例如 甲 ， 先 从 装 有 65 个 球 的 籍 子 里 取 走 15 
个 ， 这 样 就 留 下 了 球 效 相等 的 两 箱 球 给 乙 。 在 以 后 的 步骤 中， 只 要 里 
拇 次 取 完 球 后 ,总 是 留 给 乙 球 数 相等 的 两 箱 球 ,那么 甲 一 定 取胜 。 

8 第 一 个 取 火 荣 的 人 先 把 一 堆 火 药 (10 根 ) 全 取 走 。 其 余 步 枝 同 
第 了 题 ， 那 么 第 一 个 到 火 柴 的 人 一 定 取 胜 . 

和. 根据 题 意 ， 可 以 作出 图 176。 为 了 清楚 起 见 ， 图 上 只 画 出 了 
氨 手 甲 取胜 的 对 策 路 线 , 

由 图 176 可 以 看 出 ， 后 走 的 一 方 (这 里 是 甲 )， 只 要 使 对 方 顺 次 处 


图 176 
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在 15、19、5 的 布局 中 ， 那 么 一 定 取 胜 。 

*10。 以 四 取胜 来 说 明 怎 样 选择 对 策 。 甲 为 了 首 先 报到 190， 他 在 
前 一 次 必须 报到 89， 这 样 ， 无 论 乙 报 什 么 数 (10 以 内 的 )， 也 报 不 
到 100， 而 甲 妥 能 报到 89， 再 前 一 次 必须 报到 78， 这 样 往 回 推 下 去 ， 
甲 必 须 依 次 报到 67、56、45、34、23、12、 1 ,所 以 用 为 了 最 后 取胜 ， 
必须 先 第 一 次 只 报 1 ， 然 后 每 次 报 的 数 的 个 数 和 乙 报 的 个 数 的 和 正好 
是 11， 也 就 是 依次 抢 到 12、23、34、45、56、67、78、89， 那 么 四 
一 定 能 取胜 。 
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后 记 


五 年 前 ， 也 是 这 样 的 深 冬 时 节 ， 我 第 一 次 翻 开 了 一 本 图 
论 的 书 ， 一 个 新 次 美妙 的 共 界 窒 然 展现 在 我 眼前 ， 使 我 感到 
一 种 异样 的 喜悦 。 

在 这 以 后 的 教学 过 程 中 ， 和 看 到 学 生 学 习 图 论 的 兴趣 也 很 
浓厚 ， 一 个 愿望 在 我 心里 渐渐 前 发 ， 为 什么 不 能 以 一 种 通俗 
的 形式 ,把 这 门 有 趣 而 又 有 用 的 学 科 介绍 给 更 多 的 人 ,尤其 是 
广大 的 青少年 昵 ? 

于 是 ， 我 利用 了 几 个 假期 ， 寒 来 噶 往 ， 时 断 时 续 地 写 下 
了 这 本 小 册子 的 初稿 、 二 稿 ， 现 在 终于 问 志 的 ， 已 经 是 第 三 
稿 了 。 

在 这 里 ， 我 要 感谢 科学 院 系 统 研究 所 的 虽 宗 沪 同 志 ， 他 
在 百 从 之 中 审阅 了 全 稿 ， 并 且 提 出 了 不 少 中 肯 的 意见 ， 使 我 
受益 非 浅 。 

作为 一 个 后 学 者 ， 水 平 自然 是 有 限 的 ， 加 之 写 这 类 科普 
读物 还 是 初次 ， 恼 漏 不 妥 之 处 可 能 不 少 ， 我 时 切 希望 听 到 读 
者 的 批评 、 指 教 。 

在 这 个 世界 上 ， 无 论 做 什么 事 一 一 大 到 搞 社会 变革 ， 小 
到 如 我 写 这 么 一 本 小 册子 一 一 伯 都 是 不 很 容易 的 ， 尤 其 艰难 
物 是 迈 出 这 第 一 步 。 不 过 ， 如 果 深 信 所 做 的 事 是 值得 做 的 ， 
那么 ， 这 第 一 步 就 应 该 勇敢 地 迈 出 去 。 

作 者 
1985 年 2 月 于 京 西 双 阔 
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